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Introduction 5 


Introduction 


Bienvenue dans le Magazine du parcours maths créé spécialement pour mes 
étudiants de M1 et M2 à l'IUFM de Guadeloupe. Au lieu de vous proposer 
des documents épars, je compte les regrouper parfois en un même lieu où 
l’on pourra les retrouver plus aisément, d’où l’idée de débuter un magazine, 
d'environ 80 pages, pour y placer des compléments, des développements et des 
conseils durant cette année universitaire. 


Ces compléments variés seront faits en liaison ou non avec nos travaux en 
salle. On y trouvera aussi certaines des questions Joker qui auront été proposés 
en travaux dirigés avec les M1 en fonction de notre progression réelle sur les 
feuilles de TD. 


Les inscrits officiels en M1 et M2 seront avertis par mél de toute parution 
d’un nouvel article dans le magazine, à charge pour eux d’aller le télécharger 
sur le serveur Moodle de travail collaboratif de PIUFM. 


Ces parutions seront faites en liaison avec mon avancement sur certains de 
mes travaux, et suivant les questions que l’on se pose en salle. Je proposerai 
aussi des passages qui ont déjà été publiés dans mes différents livres et qui 
m'apparaîtront comme intéressants à retrouver ici, dans le cadre d’un maga- 
zine qui complète un enseignement en présentiel. 


Le but recherché est de se poser les bonnes questions sans en faire une « prise 
de tête ». Il ne faut pas utiliser ces lignes pour se martyriser, mais pour lire 
et comprendre du texte mathématique qui permet d’affiner nos conceptions 
et nos approches. Nous donnons une perspective à notre compréhension de 
certains objets mathématiques. Que cela soit un jeu, un art, un défoulement 
ou simplement un exercice régulier, dans tous les cas, prenons plaisir à faire 
ce que nous faisons | 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 2 octobre 2012 


V[mag201213-01] v1.03 
© 2013, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Questions jokers 


La partie Questions jokers s'adresse prioritairement à mes étu- 
diants de M1. Il s’agit de questions travaillées en présentiel en M1 
mais ne figurant pas sur les feuilles de TD. Toutes les questions 
jokers ne seront pas comptabilisées dans le magazine. 


Note à mes étudiants M1 (2012-13) — Les questions posées en 
partiels et en examens seront choisies parmi celles posées en TD 
sur les feuilles régulièrement distribuées, ou celles traitées en tant 
qu’exercices jokers supplémentaires. Le programme de révision des 
épreuves orales sera formé des questions posées sur les feuilles de 
TD, des questions jokers vues en salle, et des chapitres à étudier 
dans les livres Fondamentaux de géométrie [4] et Fondamentaux 
d’algèbre et d’arithmétique [5]. Il existe un filet de sécurité pour 
les notes d’oral : une participation active en salle sera récompen- 
sée par un stroke « + » qui augmentera la note d’oral définitive 
(après calcul de la moyenne) de 0,5 point, avec un maximum de 2 
points. Les règles sont claires. Il ne me reste plus qu’à souhaiter à 
tous un entraînement fructueux et efficace ! 


1.1 Questions 


Question 1.1 {Oral du CAPES externe) Enoncez la propriété qui est à l’ori- 
gine du raisonnement par récurrence. Pouvez-vous la démontrer ? Expliquez. 


Question 1.2 (Oral du CAPES externe) Est-il vraiment convenable d'’utili- 
ser l’expression « principe de récurrence » pour parler du raisonnement par 
récurrence ? 
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Question 1.3 {Oral du CAPES externe 2012) Pour étudier le signe de la 
fonction 
g(h) = VR? — 6h +13 + 2h — 6, un élève propose le développement suivant : 


« VR?—6h+13+2h—6—=0 
VRh?-6h+13—=6-—2h 


h? — 6h + 13 = 36 — 24h + 4h? 
3h? — 18h + 23 = 0. 


Les solutions sont h1 = 3 — 2V3/3 et ha = 3 + 2V3/3, donc le signe de la 
fonction g est : g > 0 pour h € |—-c, h1]U[h2, +oo! ; g < 0 pour k € [h1, ho]. » 
a) Analysez la production de l’élève en mettant en évidence ses connais- 
sances et savoir-faire dans la résolution d'équations et d’inéquations. 
b) Proposez une correction telle que vous l’exposeriez devant une classe de 
terminale scientifique. 


Question 1.4 Montrer que R n’est pas dénombrable. 


Question 1.5 (Oral du CAPES externe 2012) Tracer un cercle de centre O, 
et placer un point À à l’intérieur du disque ainsi défini. Choisir un point M 
sur le cercle, et construire le symétrique M' de À par rapport à M. Que fait M! 
quand M parcourt le cercle ? 

Proposer une solution au niveau du collège. [Indication : on pourra construire 
le symétrique de À par rapport à O.] 


1.2 Réponses 


Réponse 1.1 |On nous demande de réfléchir sur le statut du raisonnement 
par récurrence en mathématiques. 


Enoncé de la propriété de récurrence — Soit P(n) une propriété indexée 
par un entier naturel n. Cette propriété peut être vraie ou fausse. Raison- 
ner par récurrence, c’est démontrer que cette propriété est vraie pour tout n 
appartenant à N en démontrant seulement deux choses : 

- Initialisation : la propriété est vraie au rang O, 
- Hérédité : P(n) vraie entraîne P(n + 1) vraie. 


Cela s’écrit sous la forme d’une implication : 


P(0) vraie 


P(n) vraie = P(n +1) vraie | = (VnenN Pin) vraie) (+) 
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Peut-on démontrer cette propriété ? — Oui si l’on définit N en utilisant 
l’axiomatique ordinale. Non si l’on introduit N avec les axiomes de Peano, car 
dans ce cas cette propriété fait partie des trois axiomes de la théorie. 


Définition de N par l’axiomatique ordinale — Dans cette axiomatique, N 
est un ensemble non vide qui possède les trois propriétés suivantes : 


(A1) N est bien ordonné (autrement dit N est muni d’une relation d’ordre 
notée < telle que toute partie non vide de N possède un plus petit élément) ; 


(A2) N n’est pas majoré: 


(A3) Toute partie non vide majorée de N possède un plus grand élément. 


Comme N est bien ordonné, il existe un entier naturel inférieur à tous les 
autres, noté 0. On l’appelle l’élément nul, et c’est le plus petit élément de N. 
Sin € N l’ensemble E, = {kE N/n < k} n’est pas vide (sinon N serait majoré 
par n, absurde), donc possède un plus petit élément noté n*, que l’on appelle 
le successeur de n. On a n < n* et ]n,n*[= g. 

On pose N* = N\{0}. Sin € N*, l’ensemble {k E N/k <n} n’est pas vide 
puisqu'il contient 0, et il est majoré par n. Il admet donc un plus grand élément 
noté n,, que l’on appelle le prédécesseur de n. On a n, < n et In,,n[= g. 


Démonstration de la propriété de récurrence dans le cadre de l’axiomatique 
ordinale — On suppose que N est défini en utilisant l’axiomatique ordinale. Il 
s’agit de montrer l'implication (+). Pour cela, on pose : 


E={neN/Pi(n) vraie} 
et l’on montre que : 


Théorème 1.1 Soit E une partie de N. Si 0 appartient à E et si l’implication 
(neËE = n° eË) est vraie, alors E =N. 


Preuve : On suppose par l’absurde que E Æ N. Dans ce cas le complémentaire 
CE de E dans N n’est pas vide, et comme N est bien ordonné, il existe un plus 
petit élément m de E. 

On a m £ 0 puisque 0 € E. Mais alors m possède un prédécesseur n = m, 
qui appartient à Æ (s’il appartenait à CE, on aurait trouvé un élément de CE 
strictement inférieur à m, ce qui est impossible puisque m est le minimum 
de CE). Mais si n appartient à E, n* — m aussi d’après nos hypothèses! On a 
donc simultanément m € E et me CE, ce qui est contradictoire. m 
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Remarque importante — On peut énoncer plusieurs types de récurrences, 
comme les récurrences finies, descendantes, doubles, fortes. En fait tous ces 
énoncés se ramènent au Théorème 1.1 moyennant le choix judicieux d’une 
partie E de N. 


Définition de N par l’axiomatique de Peano — Dans l’axiomatique de Peano, 
N est un ensemble non vide tel que : 


(B1) Il existe une injection s : N — N: 
(B2) Il existe un élément de N, noté 0, qui n’a pas d’antécédent par 5; 
(B3) Si Æ est une partie E de N qui contient 0 et vérifie : 

neE = s(n)€eE, 


alors E = N (axiome de récurrence). 


Réponse 1.2 | Pas vraiment. C’est abusif car les seuls énoncés reconnus en 
mathématiques sont les définitions, les axiomes (propriétés indémontrables à la 
racine de chaque théorie), et les propriétés démontrées à partir des axiomes ou 
d’autres propriétés démontrées (théorèmes, propositions, lemmes, propriétés, 
scholies!, corollaires…). 

En mathématiques, on doit donc éviter de parler de "principes", et la propriété 
de récurrence ne devrait fait pas exception : on sait d’ailleurs qu’il s’agit d’une 
proposition ou d’un axiome suivant l’axiomatique que l’on utilise pour intro- 
duire N (Question 1.1). 

Le mot principe est utilisé en sciences expérimentales, pour parler d’une loi 
fondamentale démontrée par l’expérimentation. On parle du principe d’Archi- 
mède ou de celui de la gravitation universelle cher à Newton et à sa pomme. 
À l’entrée "principe", le dictionnaire Larousse indique d’ailleurs : 


Proposition fondamentale, loi, règle définissant un phénomène 
dans un domaine d’études : principe d’Archimède. Base sur la- 
quelle repose l’organisation de quelque chose, ou qui en régit le 
fonctionnement : classement établi sur le principe de l’ordre alpha- 
bétique." 


Les sciences expérimentales énoncent des lois qui doivent être vérifiées ou 
infirmées par l’expérimentation. 

Ce n’est pas le cas des mathématiques où l’on ne démontre jamais un énoncé 
en le confrontant au réel à l’aide d’une expérimentation en laboratoire. On 
doit déduire logiquement un énoncé à partir d’un certain nombre d’énoncés 
primordiaux considérés comme vrais et appelé axiomes. 


!Scholie ou scolie : remarque complémentaire suivant un théorème ou une proposition. 
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Il faut bien le dire : on touche ici à la spécificité des mathématiques en temps 
que sciences. La mathématique est une science logico-déductive, en aucun cas 
une science expérimentale. Il ne peut donc pas y avoir de principes mathéma- 
tiques ! 


Réponse 1.3| Ces questions, extraites d’un exercice d’un dossier d’oral 2 
de la session 2012 du CAPES externe sur le thème « Optimisation », ont été 
adaptées pour permettre notre entraînement. 


a) On peut faire trois observations : 


Première observation — L'élève se jette sur l’expression de g(h) sans se 
poser la question de chercher les valeurs de h pour lesquelles cette expression 
a un sens. Pour que le radical Vh2 — 6h + 13 soit bien défini, il faut et il suffit 
que h? — 6h + 13 soit positif. On vérifie que ce trinôme reste positif quel que 
soit À, donc on peut affirmer que g est une application définie sur R en entier. 
Il aurait fallu le préciser. 


Seconde observation — L'élève résout une équation et non une inéquation, 
ce qui lui permet d’obtenir des solutions de cette équation mais ne lui donnera 
pas la possibilité de prédire le signe de l’expression g(h) quand À varie. La 
conclusion qu’il donne est donc abusive, et demanderait à être démontrée. 


Troisième observation — Il y a beaucoup plus grave, puisque le raisonne- 
ment proposé pour résoudre l'équation g(h) = 0 est faux. On constate une 
perte d'équivalence entre la seconde et la troisième équation écrite, au moment 
où l’on élève les deux membres de l’équation au carré. Avec ce raisonnement, 
tout ce que l’on peut affirmer est que : 


Si h est solution de l’équation g(h) = 0, alors h € {h1, ho}. 


La réciproque doit être vérifiée, autrement dit le raisonnement n’est pas achevé 
et l’élève est tenu de démontrer que les réels h1 et h2 sont bien des solutions 
de l’équation g(h) = 0. 


Cela étant, on peut mettre l’accent sur les connaissances et savoir-faire de 
l’élève, car il sait des choses. Cet élève sait par exemple résoudre une équation 
du second degré à coefficients réels, mais comme il n’explicite pas sa méthode 
de résolution, on peut imaginer qu'il n’a fait qu’utiliser sa calculatrice pour 
effectuer ce calcul formel, voire l’a aussi utilisé pour y lire le signe de g. A la 
lecture de sa rédaction, on ne peut donc décemment considérer comme acquise 
que la compétence « sait utiliser sa calculatrice pour résoudre une équation 
du second degré et étudier le signe d’un trinôme ». 
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Cet élève devra retravailler sa solution pour prendre conscience de la nécessité 
d’une réciproque quand on ne procède pas par équivalences, et revenir sur le 
fait d'élever au carré les deux membres d’une égalité. 


b) On doit résoudre l’inéquation g(h) > 0, qui s’écrit encore : 


VR2-6h+13>6-—2h. (x) 


On envisage deux cas suivant le signe de 6 — 2h : 
e Si6—2h > 0, autrement dit si À < 3, (+) équivaut successivement à : 
hR?—6h+13>(6—2h) 
h? — 6h + 13 > 36 — 24h + 4h°? 
3h? — 18h + 23 < 0. 


Le discriminant réduit du trinôme 3h? — 18h + 23 est A’ — 92 — 3 x 23 — 12, 
donc les racines de ce trinôme sont : 


9 + V12 
3 


soit h1 = 3—2V3/3 et ho — 3+2V3/3. Ce trinôme sera donc négatif quand h 
se trouve entre ses racines : 


g(h)>0 LA h Eh, ho]. 


Comme h1 © 1,845 et h2 © 4,155, et comme nous travaillons sous l’hypothèse 
que À < 3, nous pouvons seulement affirmer que : 


g(h)>0 8 mM<A<S. 


eSi6—2h < 0, autrement dit si k > 3, le second membre de (+) est toujours 
négatif de sorte que l'inégalité (+) est toujours vérifiée (le premier membre est 
une racine carrée positive !). Tous les À supérieurs ou égaux à 3 sont donc 
solution de notre inéquation. 


Conclusion, g(h) > 0 si et seulement si h > h1. La visualisation sur écran de 
la courbe représentative de g corroborera ce résultat. 


Réponse 1.4 
On va utiliser le fait bien connu que tout nombre réel positif x possède une 
écriture décimale illimitée x — ao,a1a2...an… où ap € N et an € {0,..,9} 
pour tout n > 1. Supposons par l’absurde que l’ensemble R soit dénombrable. 
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Dans ce cas on peut écrire R+ = {x4/k € N}. Ecrivons chaque x4 sous la 
forme 7x = ao; 4x14k,2...4axn… (écriture décimale illimitée d’un nombre réel) 
et introduisons le réel x = bo,b1b2...b,.… tel que b, Æ ann pour tout n. Il 
devient impossible de trouver un indice k pour lequel x = xx, puisque : 


re. + VrEN Gide 
7 bx = Ak,k (absurde). 


Cela signifie que x n'appartient pas à l’ensemble {4 / k E N}, et contredit 
notre hypothèse de départ. 


Remarque — On vient de prouver que R n’est pas dénombrable en utilisant 
un procédé diagonal. 


Réponse 1.5| On demande de chercher le lieu des points M’ lorsque M 
parcourt le cercle C de centre © et de rayon r en utilisant des moyens dispo- 
nibles au collège?. Les vecteurs ne sont plus étudiés dans les programmes 2008 
du collège, mais on dispose encore du Théorème de la droite des milieux en 
quatrième, et du Théorème de Thalès et sa réciproque en troisième. 


Soit O’ le symétrique de À par rapport à O. Si M € C, construisons le sy- 
métrique M’ de À par rapport à M comme sur la FIG. 1.1. Comme © est le 
milieu de [AO’T, et M le milieu de [AM], le Théorème de la droite des milieux 
montre que O'M' = 20M = 2r, donc M' appartient au cercle C’ de centre O’ 
et de rayon 2r. Si € désigne l’ensemble cherché, on vient de montrer l'inclusion 
ECC: 

Il faut maintenant montrer que C’ C €. Si N est un point de C/, traçons le 
milieu M de [AN]. Le Théorème de la droite des milieux appliqué dans le 
triangle AO’N montre que : 


donc que M appartient à C. Aïnsi N est le symétrique de À par rapport à M, 
avec M € C, donc N € €. Cela montre que C’ C €, et nous permet d’affirmer 
que l’ensemble € cherché est le cercle C’ en entier. 


? Cette question, extraite d’un exercice d’un dossier d’oral 2 de la session 2012 du CAPES 
externe, à été ré-écrite pour ne conserver que l’aspect principal de l’exercice, celui qu’il 
ne faut pas « rater » sous peine de souffrir à l’oral. Les autres aspects pédagogiques sont 
faciles à imaginer : on peut penser à un « scénario permettant d'engager les élèves dans une 
démarche d'investigation prenant appui sur cet exercice » en utilisant un logiciel de géométrie 
dynamique comme Geogebra; ou encore trouver dans des manuels d’autres exercices de ce 
type pouvant servir de support à une démarche d'investigation. 
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F1G. 1.1 — Une histoire de cercles 


Remarques — a) La preuve que l’on vient de donner passe sous silence 
un cas particulier embêtant dont on se gardera de parler en collège pour ne 
pas embrouiller les esprits : si M, appartenant à C, est aligné avec O et À, 
le triangle AO'M' est aplati et l’on ne peut plus appliquer le Théorème de 
la droite des milieux. Cela montre les limites de ce raisonnement, et pourrait 
constituer une question d’un jury d’oral qui nous demanderait comment faire 
pour traiter ce cas particulier. 

On peut répondre en proposant une autre méthode, par exemple en utilisant 
des vecteurs, puisque de : 


sr cr 
AM! =2AM 
> + 
AO! = 2AO 


. pa ee . . 
on tire O'M' = 20M par soustraction, d’où O'M' = 20 M, ce qui montre que 
M' € C'. Cela prouve l'inclusion € € C’ dans tous les cas de figure, et l’on 
ferait de même pour l'inclusion C’ C €. 


B) Pour maîtriser cet exercice au tableau, le candidat doit bien remarquer 
que l’on s’intéresse aux images de M par l’homothétie À de centre À et de 
rapport 2, et donc que l’on est en train de chercher l’ensemble € = h(C), image 
d’un cercle par une homothétie ! Un théorème classique (à savoir redémontrer 
si besoin) affirme que h(C) est le cercle de centre h (O) et de rayon 2r, ce qui 
explique pourquoi l'énoncé nous incite à utiliser le point O’ = h(O). 


y) Dans cet exercice, il est primordial de ne pas oublier de traiter la réci- 
proque. L’oublier serait extrêmement pénalisant dans le cadre d’un concours 
où le jury est tenu de tester notre capacité à raisonner rigoureusement. 


Chapitre 2 


Echantillonnage 


Voici un extrait de mon livre Brèves de mathématiques qui corres- 
pond à une leçon d’oral 1 du CAPES. Ces notes sont avant tout 
destinées à ceux qui préparent l’oral du CAPES, mais peuvent être 
lues dès qu’on le désire pour travailler un peu cette partie du pro- 
gramme de statistique. 


2.1 Lecture du programme de seconde 


Le programme de seconde de 2009 [10], toujours en vigueur pour l’année sco- 
laire 2013-14, demande de travailler sur l’échantillonnage et de sensibiliser les 
élèves sur la notion d'intervalle de fluctuation d’une fréquence au seuil de 95%. 
Dans ce cadre, il demande de : 


- faire réfléchir les élèves à la conception et la mise en oeuvre d’une simula- 
tion ; 

- sensibiliser ceux-ci à la fluctuation d’échantillonnage, aux notions d’inter- 
valle de fluctuation et d'intervalle de confiance et à l’utilisation qui peut en 
être faite. 

Voici un extrait de ce programme : 
La lecture de ce texte est intéressante pour plusieurs raisons : 

1) Il propose une définition d’un échantillon de taille n : 

Un échantillon de taille n est constitué des résultats de n répéti- 
tions indépendantes de la même expérience. 

2) Il précise un objectif. Les activités de simulations sur tableur ou calcula- 
trice permettent de réfléchir sur le sens à attribuer à un résultat d’échantillon- 
nage, et amènent à se poser des questions essentielles : 

- Peut-on estimer une proportion inconnue en exploitant un échantillon ? 
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CONTENUS 


CAPACITÉS ATTENDUES 


COMMENTAIRES 


Statistique descriptive, 
analyse de données 
Caractéristiques de 
position et de dispersion 
+ médiane, quartiles ; 

+ moyenne. 


- Utiliser un logiciel (par exemple, un 
tableur) ou une calculatrice pour 
étudier une série statistique. 

- Passer des effectifs aux fréquences, 
calculer les caractéristiques d’une série 
définie par effectifs ou fréquences. 

+ Calculer des effectifs cumulés, des 
fréquences cumulées. 

+ Représenter une série statistique 
graphiquement (nuage de points, 
histogramme, courbe des fréquences 
cumulées). 


L'objectif est de faire réfléchir les 
élèves sur des données réelles, riches 
et variées (issues, par exemple, d’un 
fichier mis à disposition par l'INSEE), 
synthétiser l'information et proposer 
des représentations pertinentes. 


Échantillonnage 
Notion d’échantillon. 
Intervalle de fluctuation 
d’une fréquence au seuil 
de 95%*. 


Réalisation d’une 
simulation. 


- Concevoir, mettre en œuvre et 
exploiter des simulations de situations 
concrètes à l’aide du tableur ou d’une 
calculatrice. 


- Exploiter et faire une analyse 
critique d’un résultat 
d’échantillonnage. 


Un échantillon de taille #7 est constitué 
des résultats de n répétitions 
indépendantes de la même expérience. 
À l’occasion de la mise en place d’une 
simulation, on peut : 

+ utiliser les fonctions logiques d'un 
tableur ou d’une calculatrice. 

< mettre en place des instructions 
conditionnelles dans un algorithme. 


ECHANTILLONNAGE 


L'objectif est d'amener les élèves à un 
questionnement lors des activités 
suivantes : 
+ l'estimation d’une proportion 
inconnue à partir d’un échantillon ; 
+ la prise de décision à partir d’un 
échantillon. 
* L'intervalle de fluctuation au seuil de 95%, relatif aux échantillons de taille », est l'intervalle centré autour 
de p, proportion du caractère dans la population, où se situe, avec une probabilité égale à 0,95, la fréquence 
observée dans un échantillon de taille ». Cet intervalle peut être obtenu, de façon approchée, par simulation. 
Le professeur peut indiquer aux élèves le résultat suivant, utilisable dans la pratique pour des échantillons de 
taille n > 25 et des proportions p du caractère comprises entre 0,2 et 0,8 : si f désigne la fréquence du caractère 


dans l'échantillon, f appartient à l'intervalle [r Re a] avec une probabilité d'au moins 0,95. Le 


professeur peut faire percevoir expérimentalement la validité de cette propriété mais elle n’est pas exigible. 


F1G. 2.1 - L’échantillonnage dans le programme de seconde 2009 


- Dans quelle mesure cette estimation a un sens ? 
- Comment prendre une décision à partir d’un échantillon ? 


3) Il énonce une définition précise : 


L’intervalle de fluctuation au seuil de 95%, relatif à un échantillon 
de taille n, est l’intervalle centré autour de p, proportion du ca- 
ractère dans la population, où se situe la fréquence observée dans 
l’échantillon avec une probabilité de 0, 95. 


4) Il indique que l’intervalle de fluctuation au seuil de 95% peut être ap- 
proché en effectuant des simulations, mais que le professeur peut demander 
d'admettre le résultat suivant : si l’échantillon est de taille n > 25 et si 
0,2 < p < 0,8, alors la fréquence f du caractère dans l’échantillon appar- 
tient à l'intervalle : 

4: 1 
._ 


Va 


avec une probabilité d’au moins 0, 95. 


D'où viennent ces résultats ? Pourquoi cet intervalle ? Nous allons essayer de 
répondre à ces questions. 
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2.2 Le théorème central limite 


On admet le Théorème suivant : 


Théorème 1 — (Théorème central limite TCL) {[2], Th. 8.6} 
Soient X1, X2, …, X, des variables aléatoires réelles (v.a.r.) indé- 
pendantes de même espérance m et de même écart-type o. La v.a.r. 
Sn = X3 + Xo +. + X, est d'espérance nm et de variance no°. 
Si S% désigne la variable $, centrée réduite, c’est-à-dire : 
S* = Sn — LUS 
CAVET] 
alors la suite de v.a.r. (S%),-n- converge en loi vers la loi normale 
centrée réduite N(0, 1). 
On a bien sûr V(S,) = V(X1+X2+...+Xh) = no? puisque les v.a.r. X, sont 


indépendantes. Notons ®, et ® les fonctions de répartition de S* et W(0, 1). 
On rappelle que pour tout x € R : 


1 “ 2 
D, (x) =P(S* <zx) et D(x = =/ et /24t. 
ESS <e) à =] 
Par définition, on dit que la suite (S%),-N converge en loi vers W(0,1) si 
limy_+t00 Pn (x) = P(x) en tout point x € R où ® est continue. Ici D est 
continue sur R en entier. Le TCL signifie donc que : 


n— +00 


VzeR lim P(Si <x)— —/ et/2qt. 
T Jo 


Le TCL montre que, pour n suffisamment grand, on peut approximer S* 
par W(0,1), et donc aussi $, par W(nm, on) (d’après les Questions 3 ou 4 
page 24). On peut donc aussi approximer la variable : 


__ Xi+X2++Xn 
nm 


Fn 


par la loi normale W(m, o//n) (cf. Question 4) puisque E(F;) = m et : 


2 

VE) = nee ts ÉoN— _ X no? = —, 
n n n 
de sorte que l’écart-type de F, soit o/Vn (l’espérance est toujours linéaire, 
tandis que la variance V est additive lorsque les v.a.r. X, sont indépendantes). 
On peut donc donner une version pratique du TCL qui sera bien utile pour 
parler d’échantillonnage. Dans l’énoncé qui suit, F}, représente une moyenne 
de variables aléatoires : 
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Théorème 2 — Si X1, X2, …, X, désignent des v.a.r. indé- 
pendantes de même espérance m et de même écart-type ©, et si 
En = Lot tRe, alors pour n suffisamment grand, F, suit ap- 
proximativement la loi normale W(m, 7) 


Dans la pratique on s’autorise cette approximation quand n > 30. 


Les Théorèmes 1 et 2 permettent de démontrer que l’on peut approximer une 
loi binomiale par une loi normale. Il suffit en effet d'appliquer le TCL avec des 
variables X1, X2, …, X, de Bernoulli indépendantes et de même paramètre p 
pour obtenir : 


Théorème 3 — (Théorème de Moivre-Laplace!) Soient X1, 
X2, …, X, des v.a.r. de Bernoulli indépendantes B(p) de même 
paramètre p. Alors la variable $, = X1 + X2 +... + X, suit une 
loi binomiale B(n,p) de paramètres n et p, et la suite (S%),,cn 
converge en loi vers la loi normale centrée réduite W(0, 1). 


Cela montre que, pour n suffisamment grand, la loi : 


Sn — np 


5h = 
np(1 — p) 


peut être approximée par la loi W(0,1). Mais dans ce cas la loi $, pourra 
être approximée par la loi normale W(np, /np(1 — p)) d'espérance et d’écart- 
type égaux à ceux de la loi binomiale $, en question (toujours grâce à la 
Question 4), autrement dit : 


Théorème 4 — (Approximation d’une loi binomiale par 
une loi normale) 
Pour n suffisamment grand, la loi binomiale B(n, p) peut être ap- 


proximée par la loi normale W(np, /np(1 — p)). 


Dans la pratique on s’autorise cette approximation à partir du moment où 
n > 30 et np(1 — p) > 9. 


2.3 Echantillonnage 


On appelle échantillon tout ensemble d'individus extraits d’une population. 
Etant donnée une population de taille élevée dont on connaît les paramètres 


l'Théorème démontré en 1733 par Abraham de Moivre, émigré français en Angleterre à la 
suite de la révocation de l’édit de Nantes. Ce dernier utilisa une approximation de n! arriva 
à ses fins sans utiliser le TCL ni les fonctions caractéristiques. 
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statistiques (moyenne, écart-type), il est naturel de vouloir prélever un échan- 
tillon et se poser les questions suivantes : 

- Que peut-on dire a priori sur cet échantillon ? 

- Comment savoir si cet échantillon est représentatif de la population (cette 
représentativité étant bien entendu jugée au regard du caractère étudié) ? 
Dans une population donnée, on prélève au hasard des échantillons de taille n, 
le tirage de ces échantillons étant effectué avec remise. Un ensemble d’échan- 
tillons de taille n est appelé un échantillonnage de taille n. On s'intéresse à 
des moyennes ou des fréquences calculées sur ces échantillons. 


D Echantillonnage des moyennes 


On considère une population de taille N et une variable aléatoire X définie 
sur cette population, d'espérance m et d’écart-type o. À chaque échantillon 
de taille n, on associe la moyenne : 


_ Xi+X2++Xn 
n 


Xn 


des variables aléatoires X1, X2, .…., X, de même loi que X. 
Le TCL (dans la version donnée au Théorème 2) donne alors : 


Théorème 5 — La loi d’échantillonnage de taille n de la moyenne X, 
suit approximativement la loi normale W(m, ) quand n est assez 


grand (dans la pratique n > 30). 


D Echantillonnage des fréquences 


On considère une population de taille N et une variable aléatoire de Bernoulli 
X de paramètre p définie sur cette population. Autrement dit les individus de 
la population considérée possède un certain caractère avec la proportion (pro- 
babilité) p. Dans un échantillon de taille n, on répète n fois cette même épreuve 
de Bernoulli de façon indépendante. On obtient n variables aléatoires X3, X, 
…, Xn qui obéissent à la même loi que X. La fréquence des succès dans un 
échantillon est donné par la variable aléatoire : 
En = —— 
n 

On retrouve le cadre du Théorème 5 mais avec cette fois-ci une v.a.r. X d’es- 
pérance m = p et d’écart-type o = 4/p(1 — p). On peut donc énoncer : 


Théorème 6 — La loi d’échantillonnage de taille n de la fré- 


quence F, suit approximativement la loi normale W(p, PQ?) 


lorsque n est assez grand (dans la pratique n > 30). 
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Dans ce contexte : 


Définition — L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% 
relatif à un échantillon de taille n est l’intervalle centré autour 
de p où se situe la fréquence observée dans l'échantillon avec une 
probabilité de 0, 95. 


Théorème 7 — Si n est grand, cet intervalle de fluctuation au 
seuil de 95% est : 


Vp(1 — p) Vp(1 — p) 
Ê 1,96 Ve P +106 


Preuve — Pour n assez grand, on approxime la loi F, par la loi normale 
N(p, 0) où o — p(-p) (Théorème 6). On a : 


Fn — 
DIF — pl < 1,960) = PE] < 1,96) = P(|Y| < 1,96) 
où Y, = À 2 suit la loi normale centrée réduite W(0, 1). La lecture de la table 


de cette loi à la page ?? montre que P(Y, < 1,96) © 0,9750, d’où : 


P(Yn > 1,96) © 1 — 0,9750 = 0,025. 


La symétrie de la fonction gaussienne centrée réduite par rapport à l’axe des 
ordonnées donne alors : 


P([Yal < 1,96) = 1 — 2 x p(Yh > 1,96) © 1 — 0,05 = 0,95. m 


2.4 Questions 


Question 1 — L'intervalle de fluctuation au seuil de 95% relatif 
à un échantillon de taille n est égal à : 


ET ct) Vr( = p) 
= LOT, p + 1,96 


mais le programme de la classe de seconde nous incite à utiliser 
l'intervalle : 1 1 
nr 

lorsque n > 25 et 0,2 < p < 0,8. 

a) Ces deux intervalles ont-ils la même signification ? 

b) Pouvez-vous expliquer les conditions imposées à n et à p pour 
avoir le droit d'utiliser Z, ? 

c) Majorez le rapport b/a où b représente l’amplitude de J et a 
celle de Z,. Démontrez que b/a < 12,8 dès que 0,2 < p < 0,8. 
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Réponse — a) On a I CT, puisque : 


Vp(1—p) 1 1 2 1 
1,96 < & pl—-p)<—— & — — <0. 
Sa ° PAPE Lg ? P PF S 


Le discriminant du trinôme du second degré qui apparaît ci-dessus est négatif, 
donc ce trinôme reste bien négatif quel que soit la valeur de p. Si : 


_ Xi+X2++Xn 
n 


En 


représente la fréquence du caractère dans l’échantillon, par définition de l’in- 
tervalle de fluctuation au seuil de 95% on sait que P(F, € 1) = 0,95, donc : 


ICI, = p(F,el) <p(F, € L) 
= 0,95<p(F, € Li). 


On retrouve les termes du programme (où il faut insister sur le « au moins ») : 


La fréquence du caractère dans l’échantillon appartient à l’intervalle Z, 
avec une probabilité d’au moins 0, 95. 


Les intervalles 1 et 1, n’ont donc pas exactement la même signification : 1 est 
l'intervalle centré sur p où l’on a exactement une probabilité de 95%, tandis 
que 1, est un intervalle centré sur p où la probabilité qui nous intéresse est 
supérieure à 95%. 


b) En fait, la seule condition vraiment importante à vérifier est que n soit 
suffisamment grand pour que l’on puisse approximer la loi des fréquences F, 
par la loi normale. On estime que cela est raisonnable dès que n > 25. 


Les conditions 0,2 < p < 0,8 n’ont été prises que pour s’assurer que l'intervalle 
de fluctuation J, reste inclus dans [0,1], ce qui n’est pas vraiment important 
puisque de toute façon F, prend ses valeurs dans [0,1], et que l’assertion 
Fh € Là à un sens que J, soit inclus dans [0, 1] ou non. On a en effet : 


re 
Vn>25 LC[0,1] &  Vn>25 Fu 
0£p-— 
nm 

1 

p+Ls<i 
Le 1e 
5 =P 


& 0,2<p<0,8. 
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c) L’amplitude de l'intervalle exact I est a = 2x 1.96 x 4/p(1 — p)/n. L’am- 
plitude de l’intervalle simplifié I, est b — 2/\/n. Le rapport de ces amplitudes 


est donc : 
1 


b 
a 1.96 x 4/p(1—p) 


On note en particulier que lim,_,0(b/a) = lim,_,1(b/a) = +o, et donc que 
l'intervalle Z, prend des proportions sans aucune mesure avec l'intervalle Z si p 
est voisin de 0 ou de 1. Cela explique encore un peu pourquoi le programme 
de seconde demande de se limiter au cas où 0,2 < p < 0,8. 


Avec cette limitation, p(1 — p) > 0,16 donc : 


b 1 
+ . 
a 1.96 x 0.04 Re 


Question 2 — Lorsque n est grand, une fréquence (d’apparition 
d’un caractère) relevée sur un échantillon de taille n appartient à 
l'intervalle [p — 1/,/n,p + 1//n] avec une probabilité supérieure à 
95%. Or l'amplitude de cet intervalle diminue rapidement quand n 
augmente. Comment peut-on expliquer ce résultat surprenant ? 


Réponse — Ce résultat s'explique par le très fort tassement des probabili- 
tés autour de la valeur moyenne pour la loi normale. Cette « concentration 
des probabilités » se voit immédiatement sur la FIG. 2.2 qui représente les 
variations d’une fonction gaussienne : 


(x) _ 1 em) /20? 
ov2r 


On rappelle que la loi de probabilité de la loi normale W(m, ©) est donnée par 
sa fonction de répartition : 


d 1 # 2 2 
P(X < x) = t) dt = —— Ai 
(X< x) 110 Se 


de sorte que P(X < x) représente l’aire sous la courbe de f quand x varie de 
—00 à &. Dans la suite, je noterai ® la fonction de répartition de la loi normale 
centrée réduite N(0, 1). 


À priori, une variable aléatoire qui suit la loi normale W(m, «) peut prendre 
n'importe quelle valeur de —c à +oco, mais dans la pratique cette loi concentre 
pratiquement toutes les probabilités dans lintervalle [m — 20, m + 20] comme 
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F1G. 2.2 - Concentration des probabilités autour de m. 


indiqué sur la FIG. 2.2, et comme on peut le vérifier en lisant ® (2) sur la table 
de W(0, 1) reproduite à la page ?? en écrivant : 


P(X-ml<20) = &(2)-&(-2) 
= 2@(2)-1 
= 2%x0,9772—1 
= 0,9544. 


Ce résultat remarquable est souvent exploité puisque de nombreuses lois sont 
approximées par une loi normale sous certaines conditions. 


Question 3 — Si X est une loi de probabilité qui suit la loi 
normale centrée réduite W(0,1), démontrer que la loi oX + m 
suit la loi normale W(m, «) d'espérance m et d’écart-type o. La 
réciproque est-elle vraie ? 


Réponse — Notons ® la fonction de répartition de W(0, 1). On sait que : 


1 x 
Va € R (x) —= —/ et /2qt. 
TJ oo 


Posons Y = &X + m. On a : 


TX —mMm 


1 7 2 
P(Y <x)=P(oX +m< x) = P(X < = — FE 
W<a)=poX+me a) = px <= ET 
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Par le changement de variable u = ot + m, on obtient : 


}2/20? du 


P(Y < x) 
Pt ET 27 
ce qui prouve que Y + W(m,0). La réciproque est vraie et se démontre de 
la même manière (ou en appliquant le résultat plus général démontré dans la 
Question 4). Ainsi : 

X © N(0,1) & oX+meN(m,o). 


Question 4 — Soient a € R* et bE R. Si X est une loi de pro- 
babilité qui suit la loi normale W(m, &) d'espérance m et d’écart- 
type &, montrer que la loi aX +b suit la loi normale N(am+b, |a| o) 
d'espérance am + b et d’écart-type [al o, ce que l’on écrit : 
X = N(m,o) = aX +be Nam +b,lalo). 
Réponse — Posons Y = aX + b et considérons deux cas suivant le signe 
de à. 
eSia>0, 


te Pos em /20 qe, 


a 27 


Avec le changement de variables u = at + b, et comme : 


(é—m)? _ 1 oi 7 


202 202 a 2a20? ë 


on obtient : 


p(Y < 2 x) (u—am— b}?/2(a0) y u, 


ET 27 


ce qui prouve que Ÿ suit la loi normale Ni (am + b, [al o). 


eSia<O0, 


z—b 1 re 2/92 
Y <x)=p(X > = cG-m) 20 qt. 
D(Y < &) = (X > 2) I 


En utilisant toujours le ui de variables uw = at + b : 


p(Y _ x) (u—am— b)?/2(a0)° y 


ns 
al Dr 


ce qui montre encore que Ÿ suit la loi normale Nam + b, [al a). 


(u—am—b)? 200) qu 
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Question 5 — On dispose de la table de la loi normale centrée 
réduite de la page ??. En utilisant cette table : 

a) Pouvez-vous lire la probabilité P(X < 2,27) ? 

b) Pouvez-vous lire la probabilité P(X < —1,2)? 

c) Pouvez-vous justifier que, pour une variable aléatoire qui suit 
la loi normale W(m,o), il y ait 95% des probabilités concentrées 
dans l'intervalle [m — 1,960, m + 1,960] ? 


Réponse — a) Une lecture directe donne P(X < 2,27) + 9,884. 

b) La table donne P(X > 1,2) © 0,8849, et la symétrie de la fonction 
gaussienne (dont la courbe apparaît en haut sur la table) montre que : 

P(X <—1,2)=1-p(X > 1,2) & 1 — 0,8849 = 0,1151. 

c) Tout revient à montrer ce résultat pour la loi normale centrée réduite 
N(0,1). Si X + W(0,1), il s’agit donc de montrer que P(|X| < 1,96) = 0,95. 
Notons ® (x) — P(X < x) la fonction de répartition de X. On a : 

P(IX| <1,96) — 1—p(X > 1,96) — p(X < —-1,96) 
= TE DX > 1,06 PO > 100) 
= 1-—2p(X > 1,96) 
= 1-—2(1-p(X <1,9%6) 
= 2p(X <1,9%6)—1 
= 2d(1,96)— 1. 


Sur la table de la FIG. ??, on lit ® (1,96) = 0,975, donc : 
P(IX| < 1,96) = 2 x 0,975 — 1 = 0,95. 


Remarque — La symétrie de la fonction gaussienne permet de brûler les 
premières étapes du calcul, et écrire tout de go : 
P(IX| < 1,96) = 1 — 2 x p(X > 1,96) 
puis utiliser la table pour calculer : 
P(X > 1,96) = 1 — p(X < 1,96) = 1 — 0,975 = 0,025, 
et d’en déduire P(|X| < 1,96) & 1—0,05 = 0,95. Si la forme a changé, le fond 
reste identique. 


REFERENCES : {1}, [2]. 


WIKIPEDIA -— Lancer des recherches avec les mots-clés : intervalle de fluc- 
tuation, intervalle de confiance, échantillonnage. 


26 


CHAPITRE 2. ECHANTILLONNAGE 


Chapitre 3 


Dans un ensemble ordonné 


Et si nous révisions nos définitions concernant les éléments remar- 
quables d’un ensemble ordonné ? Voici quelques savoirs basiques à 
connaître sur le bout des doigts, présenté sous la forme de ques- 
tions/réponses. Ces questions feront partie des 500 questions du 
volume 1 de la collection Acquisition des fondamentaux pour les 
concours [7] sur lequel je travaille en ce bon mois de septembre 
2012. 


3.1 Questions 


Question 3.1 Soit (E,<) un ensemble ordonné. Qu'appelle-t-on élément maxi- 
mal de E ? Elément minimal ? Ces éléments existent-t-ils toujours ? Quels sont 
les éléments minimaux de (N\{1},|) ? 


Question 3.2 Soit À une partie d’un ensemble ordonné (E,<). Que veut-on 
dire quand on affirme que « m est un majorant de À » ? Que « m est le plus 
grand élément de À » ? Démontrez que le plus grand élément de À est unique 
s’il existe. Comment l’appelle-t-on encore ? Comment le note-t-on ? 


Question 3.3 Toute partie d’un ensemble ordonné admet-elle toujours un 
majorant ? Un plus grand élément ? J'ustifier votre réponse. 


Question 3.4 Soit À une partie d’un ensemble ordonné (E,<). Soit a € E. 
Montrer que a est le plus grand élément de A si et seulement si c’est un élément 


maximal qui appartient à À. 


Question 3.5 Qu'est-ce qu’une partie bornée dans un ensemble ordonné ? 
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Question 3.6 1! existe un plus petit élément et un plus grand élément dans N, 
pour la relation de divisibilité. Qui sont-ils ? 


Question 3.7 Qu'’appelle-t-on borne supérieur d’une partie À d’un ensemble 
ordonné (E,<) ? Comment la note-t-on ? Toutes les parties d’un ensemble 
ordonné admettent-t-elles toujours une borne supérieure ? J'ustifier. 


Question 3.8 La borne supérieure d’une partie appartient-elle toujours à cette 
partie ? Justifier. 


Question 3.9 On suppose que les bornes supérieures de deux parties À et B 
d’un ensemble ordonné existent. Si À C B, montrer que Sup À < Sup B. Que 
peut-on dire de Inf À et Inf B ? 


Question 3.10 Soit À une partie d’un ensemble ordonné (E, <). Montrer que 
les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) m=MaxA, 

(2) m=SupAetmEe A. 


Question 3.11 Soit À une partie d’un ensemble totalement ordonné (E,, <). 
Montrer que M est la borne supérieure de À si et seulement si M vérifie les 
conditions : 

VreA z<M (1) 

VM'eE M'<M = 3xe A M'<x. (2) 


Question 3.12 ÆEnoncez la caractérisation de la borne supérieure d’une partie 
de R, puis démontrez-la rigoureusement. 


3.2 Réponses 


Réponse 8.1 | Un élément a de Æ est appelé élément maximal si : 


VreE a<x = x —a. 


Autrement dit, un élément maximal est un élément de l’ensemble ordonné tel 
qu’il n'existe aucun autre élément de l’ensemble qui soit strictement supérieur 
à lui (au sens de la relation d'ordre <). De la même façon, un élément a de E 
est dit minimal si x < a entraîne x = a. 

Il existe bien sûr des ensembles ordonnés qui ne possèdent pas d’éléments 
maximaux où minimaux, par exemple (Z, <) ou (R, <). 

Les éléments minimaux de (N\{1},|) sont les nombres premiers. 
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Réponse 3.2 | Par définition : 


e m est un majorant de À si x < m quel que soit x € À. 


e m est le plus grand élément de À si m est un majorant de À qui appartient 
à À, autrement dit si : 


m € À (m appartient à À) 
Vxe A x<m (m majore À). 


S’il existe, « le » plus grand élément de A est unique. En effet, si m et m’ 
étaient deux plus grands éléments de À, m majorerait À et m € A donc 
m/ < m, et m majorerait À et m € À donc m < m/, d’où m = m!. 

Le plus grand élément de À est aussi appelé élément maximum de À, ou le 
maximum de À, et noté Max À. On pourrait définir de la même façon ce 
qu'est un minorant de À, ou un plus petit élément (appelé encore minimum) 
de À. Le lecteur songera à adapter les définitions précédentes et les connaître 
parfaitement. 


Réponse 3.3 | Bien sûr que non, et les exemples foisonnent. Par exemple N 
ne possède ni majorant, ni plus grand élément, car tout entier naturel n possède 
un successeur n +1. Il en est de même de la partie 2N formé des nombres pairs 
dans N. 


Réponse 3.4|Si a = Max À, alors a € A et si x € E vérifie a < x, comme 
x < a (car a majore À) on obtient x = a. Cela montre que a est un élément 
maximal qui appartient à À. 
Réciproquement, si a est un élément maximal qui appartient à À, alors a € À 
et si x € À, alors x < a (sinon a < x entraînerait x = a d’après le caractère 
maximal de a, ce qui est absurde), donc a = Max À. 


Réponse 3.5 | C’est une partie à la fois majorée et minorée. 


Réponse 3.6 | Tout entier naturel divise 0, et 1 divise tout entier naturel, 
donc 0 est le plus grand élément de N, et 1 en est le plus petit élément. On 
peut écrire 0 = Max(N) et 1 = Min |(N). 


Réponse 3.7 | S'il existe, le plus petit des majorants de À est appelé la 
borne supérieure de A. Dans cette définition, les termes « plus petit » doivent 
être compris dans le sens mathématique de « plus petit élément d’un ensemble 
ordonné », en l’occurrence ici, comme le plus petit élément de l’ensemble formé 
par tous les majorants de À dans Æ. On note Sup À cette borne supérieure 
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Il n’y a aucune raison pour qu’une partie donnée d’un ensemble ordonné pos- 
sède une borne supérieure. Par exemple N n’admet pas de borne supérieure, 
tout comme l’ensemble des nombres premiers dans N. 


Réponse 3.8| Non. L’intervalle [0,1[ admet 1 comme borne supérieure 
dans R sans que 1 appartienne à l'intervalle. 


Réponse 3.9 | Par définition : 


Vzxe B x<SupB. 
Comme À C B, on aura a fortiori : 

Vxz € A x <SupB. 
Cela montre que Sup B est un majorant de À, et donc que Sup À < Sup B 
puisque Sup À est, par définition, le plus petit des majorants de A. Dans les 
mêmes conditions Inf À > Inf B car Inf B est inférieur à tous les éléments de B, 
donc aussi à ceux de À, et donc Inf B < Inf À par définition de Inf À. Pour 
retenir rapidement ces relations, il est recommandé d’imaginer deux parties À 
et B dessinées sur la droite réelle R comme sur la FIG. 3.1. 


B 
ER 
ze 2 R 
A F 
\ | a 
InfB InfA 


F1G. 3.1 — Sup À < Sup B et Inf À > Inf B 


Réponse 3.10| Si m — Max À alors par définition m € À et tout x € À 
est tel que x < m, donc m est un majorant de A. C’est en fait le plus petit des 
majorants de À car si m/ est un autre majorant de À, alors m < m/ puisque 
m € À. Donc m = Sup A. 


Réciproquement, si m = Sup À et m € À, alors m appartient à À, et m est un 
majorant de À, donc m = Max À. 


Réponse 3.11 | Par définition, la borne supérieure d’une partie est le plus 


petit des majorants de cette partie. L’équivalence avec les conditions : 


VrecA z<M (1) 
VM'EE M<M = Ie A M'<x. (2) 
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est immédiate car : 

e (1) équivaut à dire que M est un majorant de À. 

e (2) équivaut à dire que M est le plus petit des majorants de À. En effet, 
si (2) est vraie, et si M' est un majorant de À, supposer M' < M entraîne 
l’existence de x € À tel que M! < x, ce qui est absurde, donc M < M 
(puisque l’ordre est total dans Æ), et donc M est le plus petit des majorants 
de À. Réciproquement, si M est le plus petit des majorants de À, et si M'< M, 
alors M' ne peut pas être un majorant de À (autrement M < M, impossible) 
donc il existe x € À tel que M’ < x, ce qui prouve (2). 


Réponse 3.12 | On peut énoncer : 


Caractérisation d’une borne supérieure dans R — Soit À une partie 
de R. Le réel M est la borne supérieure de À dans R, autrement 
dit M = Sup À, si et seulement si : 


VreA z<M (1) 
Vee R rEA M-e<zx<M. (2) 


On remarque que (1) signifie que M est un majorant de À, tandis que (2) 
assure qu’il s’agit du plus petit. C’est bien ce qu’il faut retenir des vérifications 
suivantes : 


La condition est nécessaire — Si M = Sup À, alors M est un majorant de À 
donc (1) est vraie. Par ailleurs pour tout € > 0, M — € n’est pas un majorant 
de À (car M — € < M alors que tous les majorants de À sont supérieurs ou 
égaux à M) donc il existe x € À tel que M — € < x, et bien sûr x < M 
puisque M majore À, ce qui prouve (2). 


La condition est suffisante — Supposons que (1) et (2) soient vraies, et 
montrons que M — Sup A. L’assertion (1) signifie que M est un majorant 
de À. Pour avoir M = Sup À, il reste à prouver que M est le plus petit des 
majorants de À. Soit M’ un autre majorant de A. Si l’on avait M’ < M, on 
pourrait appliquer (2) avec € = M — M' et l’on obtiendrait l’existence d’un 
élément x de À tel que : 


M =M-Ee<zx< M, 


ce qui est impossible car M’ majore À. Donc M < M' (puisque l’ordre est 
total dans R) et M est bien le plus petit des majorants de A. 


Remarque — La caractérisation d’une borne supérieure dans R est presque 
identique à celle donnée à la Question 3.11 quand on se plaçait dans un en- 
semble totalement ordonné quelconque. La seule différence est que dans R 
l'écriture M — € à un sens. 
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CHAPITRE 3. DANS UN ENSEMBLE ORDONNÉ 


Chapitre 4 


Cinq questions sur la 
construction de Z 


Je me suis remis à travailler le thème de la construction des nombres 
en septembre 2012 pour avancer dans l’écriture de mon livre Appro- 
fondissements des Fondamentaux pour les concours, volume 1 [7]. 
On a révisé en TD la définition axiomatique de N. On trouvera 
dans ce chapitre comment construire Z à partir de N, puis dans les 
suivants comment construire Q à partir de Z, puis R à partir de Q. 
La méthode, qui consiste à définir de « bonnes » relations d’équi- 
valence pour construire des ensembles-quotients qui possèdent les 
qualités désirées, est la même dans tous les cas et conviendrait pour 
symétriser n'importe quel semi-groupe. 


Question 4.1 Comment construire le groupe (Z, +) des entiers relatifs à par- 
tir de l’ensemble N des entiers naturels ? 


Réponse 4.1| On suppose que l’ensemble N des entiers naturels a été 


construit. On désire construire un ensemble Z, qui contient N, dans lequel 
on peut définir des lois + et x qui généralisent celles de N. Dans cette ques- 
tion on ne s'intéresse vraiment qu’à l’addition qui est censée structurer notre 
sur-ensemble Z en groupe. Voilà pour le décor. 


Première solution — On peut procéder comme au collège et dire qu’un entier 
relatif est la donnée de deux choses : 
- un signe (+ ou —); 
- et un nombre entier positif. 
Un nombre relatif s’écrira donc (+a) ou (—a), avec a € N, et l’on dira que a 
est la valeur absolue de (+a) et de (—a). 
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Reste ensuite à entraîner les élèves à additionner des entiers relatifs, puis plus 
tard à les multiplier en appliquant la « règle des signes ». Cette solution 
revient à admettre que les règles que l’on a choisies pour construire la somme 
ou le produit de deux entiers relatifs sont excellentes dans le sens où elles 
structurent bien Z en anneau, et en particulier (Z,+) est un groupe. A ce 
niveau d’enseignement, on se contente d’acquérir des compétences en addition 
(et multiplication) des entiers relatifs. 


On pourrait donner une justification théorique à cette démarche, et démontrer 
proprement les propriétés de l’addition et de la multiplication dans ce contexte, 
mais cela serait fastidieux et obligerait à envisager de nombreux cas. 


Deuxième solution — Une construction plus rigoureuse de Z avec laquelle 
on pourra montrer plus facilement que (Z,+, x) est un anneau, consiste à 
s'intéresser aux couples (a,b) de N x N, et imaginer que si a < b, alors ce 
couple représentera un déplacement de b — a crans vers la droite (signe +), 
et que si a > b, ce couple représentera un déplacement de a — b crans vers 
la gauche (signe —). Ces déplacements sont à imaginer sur une droite qui 
représenterait graphiquement l’objet Z que l’on désire construire. 


Il s’agira ensuite de noter que les symboles (a, b) et (c, d) représentent le même 
élément (le même déplacement) si b — a — d — c (avec a < b et c < d) ou 
a—b=c—d (avec a > bet c > d). Cela s'exprime a + d = b + c dans tous les 
cas, et se retient en disant que la somme des moyens est égale à la somme des 
extrêmes. 


Cette approche heuristique nous incite à faire des « paquets » de couples (a, b) 
en regroupant tous les couples qui sont en relation suivant le relation R définie 
par : 

(a, b)R (cd) & a+d=b+c. (x) 


Cela revient à introduire l’ensemble-quotient (N x N)/R. Il est temps mainte- 
nant d’expliciter rigoureusement les étapes de la construction que nous avons 
suggérée : 


Etape n°1 — On définit la relation R dans l’ensemble N x N comme en 
(+), puis on vérifie qu’il s’agit d’une relation d'équivalence (elle est réflexive, 
symétrique et transitive : RST). 


Etape n°2 — On vérifie que la relation R est compatible avec l’addition dans 
N x N définie par : 


Va,b,cdeN (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d), 
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autrement dit que pour tous couples (a, b), (c,d) et (x,y) dans N x N, on a : 
(a,b)R (c,d) = ((a,b) + (x,y)) R ((c,d) + (x, y)). 


Etape n°3 — Par définition, on dit que l’ensemble Z des entiers relatifs est 
l’ensemble-quotient (N x N)/R. La classe d'équivalence du couple (a,b) pour 
la relation R sera notée (a,b) = {(x,y)ENXN/(x,y)R (a, b)}. Il s’agit du 
« paquet » qui contient tous les couples (x,y) de N x N qui sont en relation 
avec (a,b). On peut donc écrire : 


Z=(NXN)/R = {(a,6) / a,b € N}. 


Etape n°4 — (Z,+) est un groupe commutatif. 
La compatibilité de R et de la loi + permet de définir la loi-quotient + dans 
l’ensemble-quotient Z en posant (a, b)+(c,d) = (a+ c,b + d). On peut vérifier 
que cette loi est commutative et associative dans Z, et admet (0,0) comme 
élément neutre. De plus tout élément de Z est symétrisable car : 


V(a,b)eZ (b,a)eZ (a,b)+(b,a) = (a+b,a+b) = (0,0), 


ce qui nous montre que l’opposé de l'élément (a,b), noté traditionnellement 
—(a,b) , est l'élément (a, b). Ainsi : 


—(a,b) = (b,a). 


Ces vérifications faites, on peut affirmer que (Z, +) est un groupe commutatif. 
Etape n°5 — (N,+) est plongé dans (Z, +). En effet, l’application : 
J: (N+) — (Z+) 


a (a,0) 
est un homomorphisme injectif pour les additions dans N et Z puisque : 


f(a+b) = (a+0b,0) = (a, 0) + (b,0) = f (a) + f (b). 


et 


(a,0) = (6,0) & a+0=b+0 & a=b. 
L'application f est donc un plongement de N dans Z qui permet d'identifier N 
et f(N) en posant a — (a,0) pour tout a € N. Avec cette identification, 
l’ensemble N devient une partie de Z. L’opposé —a de a € N dans Z est (0, a), 
ce qui s'écrit —a = (0, a), et il est facile de voir que Z = NU(—N) en posant 
—N = {-a/ae N}. En effet : 


(a—b,0)=a—-beNsia>b, 
(0,b— a) = — (b— a) € —N sinon. 


V(a,b)eZ (a,b) = 
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où b — a représente l’unique solution dans N de l’équation a + x = b lorsque a 
et b sont des entiers naturels tels que b > a. 


Remarques — (N,+) est un monoïde, c’est-à-dire un magma associatif 
unifère! dont tous les éléments sont réguliers?. La construction de Z à partir 
de N peut être reprise de façon plus générale pour construire un groupe à partir 
de n'importe quel monoïde commutatif. Cette technique permet tout aussi bien 
de symétriser un semi-groupe” commutatif à condition de définir l'injection f 
par f(a) = (a+x,x) cette fois-ci, puisque l’on ne peut plus compter sur 
l’élément neutre. Cet élément neutre apparaît après la symétrisation : c’est 
(x,x). La méthode employée est connue sous le nom de symétrisation d’un 
monoïde (ou d’un semi-groupe). 

Cette technique de symétrisation d’un semi-groupe permet de construire le 


corps des rationnels Q à partir de Z, et plus généralement le corps des fractions 
d’un anneau intègre. 


Question 4.2 Comment définit-on la relation d'ordre < sur Z ? Vérifier que 
la relation d'ordre ainsi définie dans Z généralise la relation d’ordre usuelle 
de N. 


Réponse 4.2 | La relation <z dans Z est définie par : 


a <zb & b-aeN. 


On obtient ainsi une relation d’ordre total sur Z qui généralise celle de N. La 

réflexivité et la transitivité se vérifient sans difficulté. L’antisymétrie provient 
de : 

a <7, b b—aeN 

En = b— NN (—N) = {0}. 

Co So gen * P-2ENCM {0 


La relation <7 est une relation d’ordre total puisque, étant donnés deux élé- 
ments a et b de Z, on a soit b — a € N, soit a — b € N. Enfin cette relation 


lUn magma est un ensemble muni d’une loi de composition interne. Un magma est dit 
associatif si la loi est associative, et unifère s’il possède un élément neutre. 

?Un élément x est régulier à droite si a+ x = b+ x entraîne a = b, autrement si l’on peut 
simplifier à droite par x. On définit de même la régularité à gauche. Un élément est régulier 
s’il est régulier à droite et à gauche. 

SUn semi-groupe est un magma associatif dont tous les éléments sont réguliers (cf. [12] 
8.1.6.5). C’est donc un peu moins qu’un monoïde, mais il est toujours facile d’adjoindre 
formellement un élément neutre à un semi-groupe pour le transformer en monoïde. 
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d'ordre généralise celle de N puisque si a, b € N, 


a<zb & IxeN b-a—x 
& EN b—a+x 
& a<b, 


la dernière équivalence écrite représentant la définition de la relation < dans N. 


Question 4.3 On suppose que le groupe (Z, +) des entiers relatifs a déjà été 
construit (Question 4.1). Comment peut-on définir la multiplication dans Z ? 


Réponse 4.3| On suppose que Z a été construit comme dans la Ques- 
tion 4.1. Pour nous, Z est donc égal à l’ensemble quotient (N x N)/R où R 
est la relation d'équivalence sur N x N définie par : 


V(a,b),(cd)eNXN (ab)R (cd) & a+d=b+c. 


La classe de (a, b) est notée (a, b). 


Idée du résultat — Heuristiquement, (a, b) représente la différence b — a car 
(a, b) = (0,b)+(a,0) = (0,b)— (0, a) = b— a, et (c, d) représente d— c. Donc le 
produit (a,b) x (c,d) devrait représenter (b — a) (d — c) = ac+bd— (bc + ad), 
c’est-à-dire (ac + bd, bc + ad). Cela nous montre comment il convient de définir 
la multiplication si l’on désire qu’elle continue à être distributive sur l’addition. 
Il ne reste plus qu’à vérifier que cette définition a un sens et que les propriétés 


attendues sont bien vérifiées. 


Construction de la multiplication x — On définit la multiplication x dans Z 
de la façon suivante : 


V(a,b),(cd)eNXN  (a,b) x (c,d) = (ac + bd, bc + ad). 


Cette définition a un sens car les égalités (a,b) = (a/,b!) et (c,d) = (c!,d!) 
entraînent : 


(ac+ bd,bc+ ad) = (ae +bd',be +ad) (+). 


En effet : 
(a+b')c =(b+a)c ac + be = bc + ac 
a+b=b+a! " (a+b')d = (b+a/)d bd’ + a'd = ad +b'd! 
c+d'=d+c a(c+d)=a(d+c) ac + ad = ad + ac 


b(c+d')=b(d+c) bd + bc = bc + bd’ 
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et l’on peut additionner membres à membre toutes les égalités du dernier 
système pour obtenir : 


(ac + bd) + (b'c' + a'd') = (bc + ad) + (ac +b'd'), 
c’est-à-dire (+). 
On peut vérifier que la multiplication dans Z que l’on vient de définir est com- 
mutative, associative et distributive par rapport à l’addition, que (1,0) est 


l’élément neutre pour cette multiplication, et que celle-ci généralise la multi- 
plication dans N puisque pour tous à, b € N, en notant f : N — Z le plongement 


de N dans Z défini par f (a) = (a, 0) : 
f (a) x f (6) = (a,0) x (6,0) = (ab,0) = f (ab). 


En conclusion : 


TR 


Avec la définition que l’on vient de donner de la multiplication dans 
l’ensemble Z des entiers relatifs, (Z, +, x) est un anneau commu- 


tatif unitaire, et l’application f : N — Z définie par f (a) = (a, 0) 
est un homomorphisme injectif pour les lois + et x. 


Question 4.4 Montrer que Z est archimédien. 


Réponse 4.4|II s’agit de montrer que : 


Vxz EN* VyezZ neN y<nx. 


Si y < 0, alors y < 0 < x donc n = 1 convient. Si y > 0, on multiplie les deux 
membres de l'inégalité 1 < x par y pour obtenir y < yx < (y + 1)x, et l’on 
peut choisir n = y +1. 


Question 4.5 Montrer que la relation d'ordre < définie sur Z à partir de celle 
de N, est compatible avec l’addition et la multiplication, autrement dit que : 
(1) V(x,y,2) € Z TÉMeTELESURS 

(2) VGyDERPxXN x<y = 22 <yz. 


Réponse 4.5 | Etant donné deux entiers relatifs a et b, on dit que a < b si 
et seulement si b — a € N. Par conséquent, pour tout z € Z : 


z<y ee y-rEN & (y+2)-(r+2)eN 
SO T+iz<y+z 
et pour tout z € N: 
z<y & y—-rEeN & (yz)-(xz)=(y-x)zeN 
& LT+z<y+z. 


Chapitre 5 


Comment construire Q ? 


Est-il superflu d’avoir une bonne représentation de Q quand on est 
mathématicien ? Faut-il savoir comment construire rigoureusement 
le corps des nombres rationnels ? J'aurais tendance à affirmer que 
la construction de Q fait partie du bagage honnête du spécialiste 
que l’on sera quand on sera professeur dans le secondaire, d’où ce 
développement destiné à faire le point. 


Petite parenthèse : j’ai noté, en salle, que mes étudiants de M1 
avaient bien du mal à penser à raisonner par analyse-synthèse, et 
aussi bien des difficultés quand on leur demandait d’expliciter cette 
forme de raisonnement. Maintenant cela devrait aller mieux, mais 
je leur demanderai de montrer une attention particulière au joli 
raisonnement par analyse-synthèse proposé à la Question 5.2. 


Question 5.1 Pouvez-vous indiquer les grandes lignes de la construction du 
corps Q des rationnels ? 


Réponse 5.1 | Toutes les constructions des ensembles de nombres usuels re- 
posent sur les notions de classe d'équivalence et d’ensemble-quotient. Le corps 
des rationnels ne fait pas exception, et nous allons le construire en faisant des 
« paquets » de couples d’entiers. La méthode proposée revient à symétriser un 
semi-groupe, comme on l’a fait pour passer de N à Z, mais en nous intéressant 
cette fois-ci à la multiplication au lieu de l’addition. 


Etape n°1 — La relation R définie dans Z x Z* par : 
(a, b)R(c,d) & ad = bc 
est une relation d'équivalence. En effet, cette relation est : 
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- Réflexive car pour tout couple (a,b) on a ab = ba, donc (a,b)R (a, b). 
- Symétrique car si (a, b)R (c,d), alors ad = bc, donc cb = da et (c, d)R (a, b). 


- Transitive car : 


or ” { ad = bc Fe 


(c, d)R (e, f) Cf = dé 


af = be (a, b)R(e, f), 


puisque l'égalité adf — bde s'écrit (af — be)d = 0, et entraîne bien af = be 
puisque Z est un anneau intègre (donc sans diviseurs de zéro). 


Etape n°2 — Par définition, on dit que l’ensemble-quotient Q = (Z x Z*) /R 
est l’ensemble des nombres rationnels. Si (a,b) € Z x Z*, on désigne par a/b 
la classe d'équivalence du couple (a, b) par cette relation, de sorte que : 


T = {(cd) eZ x2Z* /ad= be}. 
On dit que a/b est une fraction. Les éléments de Q sont donc des fractions. 
Dans la foulée, on définit l’addition et la multiplication dans Q en posant : 


DRAC RIRES" Le ne 8e 
RER LE 0 


Il est important de vérifier que ces définitions ont un sens, autrement dit que 
les classes d’équivalences (ad + bc) / (bd) et (ac) / (bd) sont indépendantes du 
choix des représentants (a, b) et (c,d) des classes a/b et c/d. On a : 


a da nd ” ab! = a/b 
b PV d € PER 


a 


acb'd' = a!'c'bd 
ad+ bc ad +bc à ac _ac 
bd b'd' bd bd!’ 


ce qui montre que tout va bien. 


Etape n°3 — On montre que (Q, +, x) est un corps commutatif et que l’ap- 
plication : 
po: Z D — Q 


a 


Ie 


A1 


est un monomorphisme d’anneaux. Cette dernière assertion nous permet de 
considérer Q comme une extension de Z, ou ce qui revient au même, d’imagi- 
ner Z comme une partie de Q en identifiant tout entier relatif a à la fraction 
a/1, c’est-à-dire en se permettant d'écrire a = a/1. 


e Vérifions que (Q,+,x) est un corps commutatif! — La commutativité 
de l’addition dans Q provient directement de la commutativité de l’addition 
dans Z. En effet, pour tout x = a/b et y = c/d, 


Fr 20 see. 
+ PRO RQ HR 4 


L’associativité se montre facilement, puisque : 


a 


(£ Se ad+bc e  (ad+bc) f +bde  adf + bcf + bde 
f bd f bdf bdf 


et : 
+ (S )=g + See - ETUI RER) - a he 
FA = _ : 


Fer 


On a évidemment : 


b df bdf bdf 


a &..10". ‘à 
ESS, DL. 0 


donc la fraction 0/1 est l’élément neutre de Q pour la loi +. C’est l'élément 
nul de Q. On constate enfin que : 


a a —a ab—ab 0 0 
ES 


de sorte que tout élément a/b de Q possède un symétrique pour l’addition. Ce 
symétrique, noté traditionnellement —a/b, est (—a)/b, et l’on peut retenir : 


la dernière égalité (—a)/b — a/(—b) provenant de la définition de R et des 
règles qui régissent la multiplication dans Z (dans Z on a (—a) x (—b) = bx a). 
La multiplication est distributive par rapport à l’addition car : 


€ a C € a € C € 
7 <Q 


lOn peut retenir les propriétés d’un corps en pensant à l’acronyme CANS-ANS-D. 


V 


ae 
bd’ 
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La multiplication est commutative et associative car : 


a C a C ac ca C a 
a eo do 
a CE a C € ace a C € 
pa Gex ex (axes) 


L'élément 1/1 est le neutre pour la multiplication puisque : 


et : 


a a ll axl a 
V—E Xe —————-, 
b Q bi TL : BKir 6 
Enfin, si l’on pose Q* = Q\ {0/1}, tout élément x — a/b de Q* admet un élé- 
ment symétrique pour la loi x (cet élément, appelé inverse de x, est noté x!) 
puisque, si a/b 0/1, alors a Z£ 0 donc b/a a un sens, et : 
b axb 1 


X — = ee, 
a bxa 1! 


a a 

V—E — _ 
b Q b 

Cela achève de montrer que Q est un corps. On notera que (Q*, x) est un 

groupe commutatif. 


e Vérifions que y : Z — Q est un monomorphisme d'anneaux — L’applica- 
tion w est bien définie, et c’est un morphisme d’anneaux unitaires car, pour 
tous a, bE Z, p(1) = 1/1, mais aussi : 


a+b a b 
p(a+b) = =++-=v(a)+v() 
1 1 

et : b b 

ab a 

p{ab)=—=Tx.=p(a) xp). 

De plus 4 est injective car @ (a) = (a) équivaut à a/1 = a//1, ce qui entraîne 
=, 


Remarques — a) Le monomorphisme @ : Z — Q permet de plonger Z 
dans Q en respectant les lois de Z, donc fait apparaître Q comme un sur-corps 
de Z. Ce monomorphisme est essentiel puisqu'il nous permet d’identifier Z et 
w (Z) en posant : 


a 
Va eZ = — 
a € a T° 


donc en décidant qu’un entier relatif est réellement un nombre rationnel. Après 
cette identification, on peut écrire l'inclusion Z C Q. 


B) La méthode utilisée pour construire Q à partir de Z permet de construire 
le corps des fractions de n’importe quel anneau intègre, ce qui fait qu’on la 
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présente souvent dans un cadre plus général ([12] 8.3.4.2, [13], Th. 6.1, etc.). 
Le caractère minimal de la construction de Q (ou plus généralement d’un corps 
des fractions d’un anneau intègre quelconque) est mis en évidence quand on 
énonce la propriété universelle vérifiée par Q, ce qui sera fait à la Question 5.2. 


y) Plus généralement, la construction que nous venons de voir peut être 
adaptée en ne retenant pour « dénominateurs » que des éléments d’une partie 
multiplicative S d’un anneau À (c’est-à-dire une partie stable par multiplica- 
tion), où À peut n'être qu’un anneau commutatif. On construit alors l’anneau 
S7 TA, appelé anneau des fractions de À défini par S ([11], 2.C.1°). Cet anneau 
vérifie encore le même type de propriété universelle, et si S — 4* est formé de 
tous les éléments non nul d’un anneau intègre, le corps des fraction de À est 
égal à S—1A. 


Question 5.2 Connaissez-vous la propriété universelle vérifiée par le corps Q 
des nombres rationnels ? Enoncez et démontrez cette propriété fondamentale. 
Montrez ensuite que cette propriété universelle caractérise le corps des frac- 
tions de Z. 


e La propriété universelle vérifiée par Q est celle vérifiée 
par n'importe quel corps des fractions d’un anneau intègre. Elle stipule que Q 
est, à isomorphisme près, le plus petit corps contenant Z, tel que Z en soit un 
sous-anneau. De façon plus explicite, on peut énoncer : 


(PU) Propriété universelle — Si K est un corps commutatif et s’il 
existe un monomorphisme d’anneaux f : Z —K, alors il existe un 
unique monomorphisme? de corps g : Q — K tel que f = go, 
autrement dit tel que le diagramme : 


z: 
ge, je (D) 
Q 


soit commutatif. 
Montrons cette propriété. Pour cela procédons par analyse-synthèse : 


Analyse — S'il existe un morphisme g rendant le diagramme (D) commuta- 
tif, alors nécessairement g(w(a)) = f (a) pour tout a € Z, donc g(a) = f (a). 
Si b Z 0, la fraction 1/b est l’inverse de b dans le corps Q. Comme g est un 
morphisme de corps, on devra avoir : 


Vabezxz (5) =503(5)=103@ = SO (9 


?Un monomorphisme est un homomorphisme injectif. 
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et cette dernière relation détermine parfaitement g à partir de f. On vient de 
démontrer l’unicité de la décomposition (D) sous réserve de son existence. 


Synthèse — Il s’agit maintenant de vérifier que l’application g peut être 
définie par (x) et répond à nos exigences. Tout d’abord f (a) f (b) ? a un sens 
puisque f (b) est inversible dans K dès que b £ 0 (l’injectivité de f montre en 
effet que f (b) Æ 0 dès que b Z 0). Ensuite (+) définit bien une application g 
de Q dans X car l’image f (a) f (b) }, choisie pour devenir g (a/b), est déter- 
minée indépendamment du choix des représentants (a,b) de la fraction a/b, 
comme on le vérifie ici : 


= & a =ba f (a) f (6) = fo) f (x) 
+ f(a)f@) = f(#)f(6) 


Il faut ensuite vérifier que g, définie par (x), est bien un morphisme de corps, 
ce qui se fait sans coup férir puisque f est un morphisme d’anneaux : 


a(2+5 = 1() — f(ad+ be) f (bd) 
CE 10: 


et : 
= f(ac) f (bd)? 
f (a) f (EF (ce) f (a) * 


Q 
TS 
Ie 

X 
SHkS 
V7 

Le) 
TS 
S 
TI 
Vi 


Le) 
TS 
Se 
V7 

@ 
TS 
SAR 
V7 


Enfin g est injective car : 


g(5)=0 8 f@f@ =0 8 f(o)  ) 


a 
— = 0. 
b 

e La propriété universelle (PU) permet à elle seule de définir le corps des 
fractions de Z (ou plus généralement le corps des fractions d’un anneau intègre) 
car elle définit Q de façon unique (à isomorphisme près, bien entendu), comme 
on le voit ici : 


Théorème -— À isomorphisme près, il existe un et un unique couple 
(Q,4) formé d’un corps commutatif Q et d’un monomorphisme 
d’anneaux @ : Z — Q, qui vérifie la propriété universelle (PU). 
En ce sens on peut dire que Q est le plus petit corps contenant Z. 
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Preuve : Si (F,4#) est un autre couple qui vérifie la propriété universelle, 
alors les morphismes 4 et wFr se factorisent suivant le diagramme : 


Q 
Fm 
DCE 
N 19 

p 
Q 


et l’unicité de la factorisation montre que ho g — Ido. On montrerait de même 
que go h = Idp, de sorte que g est bien un isomorphisme de corps entre Q 
et F. mn 


On retiendra : 


Le corps Q des nombres rationnels est l’unique corps, à isomor- 
phisme près, qui vérifie la propriété universelle (PU). 


Question 5.3 Comment définir la relation d'ordre < sur Q ? Vérifier que la 
relation d'ordre ainsi définie généralise la relation d’ordre usuelle de Z. 


Réponse 5.3 | Soit Q; l’ensemble des rationnels a/b tels que ab > 0. Les 
éléments de Q, sont appelés les nombres rationnels positifs, et l’on définit la 
relation d’ordre sur Q en posant : 


V(ayEQ zx<y & y-re Qu. 


Il est facile de vérifier que la relation < aïnsi définie est une relation d’ordre 
total sur Q. Cette relation prolonge la relation d’ordre usuelle dans Z puisque 
si a < b dans Z, alors b—a€e NC Q, donc a < b dans Q]. 


Question 5.4 Que veut-on dire quand on énonce que la relation < sur Q est 
compatible avec l’addition et la multiplication dans Q ? Démontrez l’une de ces 
compatibilités. 


Réponse 5.4 |Dire que la relation d’ordre usuelle < dans Q est compatible 
avec l’addition et la multiplication revient à dire que : 
(2) V(x,yz2)e QxXQ: r<y = xz< y. 
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Ces assertions sont faciles à démontrer si l’on se rappelle de la définition de 
l’ordre dans Q, à savoir que x < y dans Q si et seulement si y — x € Q4. Par 
exemple l’assertion (1) se vérifie ainsi : 


Ty y-rzEQ & (y+2)-(x+2)EQ; 
SO T+z<y+z. 


Chapitre 6 


Construction de R 


Je profite de ce magazine pour proposer en avant-première quelques 
pages que je viens de rédiger au sujet du corps des réels ces deux 
dernières semaines de septembre 2012. Je travaille beaucoup sur 
la finalisation du premier volume de la collection Acquisition des 
fondamentaux [7], commencé il y a plusieurs années, et qui devrait 
mûrir courant 2013, et sur les Fondamentaux sur les ensembles de 
nombres [6] qui, lui, est en pleine construction. Ce chapitre figurera 
d’une manière ou d’une autre dans ce dernier volume de cours. 


Le texte qui suit n’est pas définitif. Il sera remodelé, et il y aura des 
ajouts et des retraits jusqu’à ce que j'accepte une version stable! 
Mais ce texte m'apparaît lisible tel qu'il est, et nous permettra 
de réviser les propriétés cruciales de R et se pâmer devant la très 
belle construction utilisant les suites de Cauchy. S’approprier une 
construction de R grâce à un travail rigoureux doit être perçu 
comme une préparation à l'écrit : c’est un bon moyen de s’en- 
traîner sur les suites de Cauchy, sur les relations d’équivalences et 
sur les propriétés de R. Les méthodes mises en jeu sont éminem- 
ment utiles et mettront certains de nos savoirs en perspective. 


Le cours que vous vous apprêtez à lire sur la construction de R est 
une invitation à la réflexion et à la « rédaction juste ». Ayez bon 
appétit ! 


6.1 Insuffisance de Q 


À première vue le corps Q contient suffisamment d’éléments : il est dénom- 
brable et la relation d'ordre sur Q est divisible, autrement dit telle que, étant 
donnés deux rationnels x et y, il existe toujours un nombre rationnel situé 
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strictement entre x et y. 


Pourtant des équations très simples n’ont pas encore de solutions dans Q, des 
suites de Q qui devraient converger ne convergent pas et certaines parties de Q 
peuvent être majorées sans posséder de bornes supérieures, comme s'était le 
cas dans Z. On doit donc construire un sur-corps du corps Q des rationnels 
qui contienne suffisamment de nombres pour que tous ces problèmes liés aux 
équations, aux limites ou à l’ordre soient définitivement réglés. 


Voyons ci-dessous plus précisément quelques questions qui restent en suspens 
dans Q. 


% Il manque encore des nombres dans Q — Le Théorème de Pythagore 
montre que la longueur ! d’une diagonale d’un carré de côté 1 est solution 
de {? = 2, mais aucun nombre rationnel ne peut vérifier cette équation. Pour le 
voir, on raisonne par l’absurde en supposant qu'il existe deux entiers naturels p 
et q (q 0) premiers entre eux tels que { = p/q et l? = 2. Dans ce cas : 


p? = 24? 


donc 2 divise p?, et comme 2 est premier, il divisera p. Il existe donc un entier p/ 
tel que p = 2p/, et l’on obtient 2p/? — q?. Mais alors 2 divise q?, donc divise q, 
ce qui est absurde car 2 ne peut pas diviser simultanément p et q. 


% Q n'est pas complet — Certaines suites de rationnels devraient raison- 
nablement converger, mais ne le font pas. Les suites (u»)1en de Q qui de- 
vraient converger sont celles dont les termes deviennent arbitrairement proches 
lorsque n dépasse un certain rang, autrement dit, ce sont les suites qui véri- 
fient : 


Vee Qt 2NEN n,p>N = fu -u|<e (C) 


Une suite de Cauchy de Q est une suite qui vérifie la condition (C'). De façon 
générale, on dit qu’un corps X est complet si toute suite de Cauchy dans K 
converge vers un élément de K. Les choses se passent mal pour Q : 


Théorème 6.1 Le corps Q des rationnels n’est pas complet. 


Preuve — Première démonstration — On définit les deux suites (u»),,n+ et 
(Un)new. d'éléments de Q telles que : 


1 1 1 
Un =l+ita tete et Un = Un + 


1! 2! nn! 
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La suite (u,),ew-+ est clairement strictement croissante, et la suite (w,),-1v- 
est strictement décroissante car pour tout n € N*, 
1 1 1 


SIN IT 


an! 1\ 1 
OO Vn+1 (n+1ÿ n/nl! 
—1 
= — <0û0l. 
nin+lj(n+1)l 


Pour tout n € N*, 


(É 
O0 < Un — Un < — 
nm 


donc si £ € Q* est donné, il existe un entier naturel N tel que 1/n < € dès que 
n > N (choisir N tel que N > 1/E, ce qui est possible car Q est archimédien), 
et l’on peut écrire : 


Vee QT 2NEN 0O<w-un<eEe. 
Sin >p2>N, alors u, < Un < Un < Up Et : 
l'un — Upl < lup — Up < €. 


Cela montre que la suite (u,),-n+ est une suite de Cauchy dans Q. Il s’agit 
maintenant de vérifier que cette suite ne converge pas dans Q. Raisonnons par 
l'absurde en supposant que (u,),-\- tend vers un certain rationnel r quand n 
tend vers +co. Alors nécessairement u, < r pour tout n, car supposer un > r 
pour un certain n entraînerait que Un —T > Un+41 —T > Un — 7 > 0 pour tout 
m > n+1, ce qui est impossible car (u, — r),en+ tend vers 0. On montrerait 
de même que r < v, pour tout n, de sorte que : 


Vn EN Un <T < Un. 
Il existe donc p € Z et q € N* tels que : 
D 
VneN Lure 
mais dans ce cas : 
1 
qlug < pq — 1)! < qlus = qlug + — < qlug +1 
q 


donc qluy < p(q— 1)! < qlu, + 1. C’est impossible car il n’existe pas d’entier 
strictement compris entre un entier et son successeur. 
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Seconde démonstration — La méthode de dichotomie permet d’encadrer 
une solution éventuelle de 2? = 2 par des nombres rationnels. Définissons par 
exemple les suites (u,) et (va) par uo = 1, vo = 2, puis en posant : 


2 
Un + Un . [Un + Un 
Un+1 = — + et Un+1 = Un si D <:2; 
Un + Un : 
Un+1 = Un €t Un+1 = EE sinon. 


On vérifie alors que (u,) est croissante, que (v,) est décroissante, et que : 


[vo — wol 1 


a À 


pour tout entier n. Comme un < v, pour tout n, on aura nécessairement 
Up < V4 quel que soit (p,q) € N°. Si l’on suppose en effet par l’absurde que 
Up > V4 pour un certain couple (p, q), alors : 


lun — Un] 


Un < Vg < Up < Un 


pour tout n > Max(p, q), et donc |u, — u,| > [uy — vq| > 0 pour ces mêmes n, 
ce qui est impossible d’après (+). La suite (u,) est une suite de Cauchy de Q 
car sie € Q* pour tout p > q: 


l'up — Ugl £ |va — Ugl = <e 
dès que 21 > 1/e, donc dès que q est supérieur à un certain entier Q (parce 
que lim 24 = +, ou parce que l’inéquation 29 = (1 +1)? > 1 + q montre que 
q > 1/e — 1 entraîne 21 > 1/e, et donc que q > Q entraîne 21 > 1/e pour 
un certain entier Q tel que Q > 1/e, l'existence de Q étant assurée par le 
caractère archimédien de Q). 


Il reste seulement à vérifier que la suite de Cauchy (u,) n’admet pas de li- 
mite dans Q. Posons f (x) = æ?. Si (u») convergeait vers un rationnel {, on 
aurait f (un) < 2 < f (v») (par construction même des suites (u,) et (w2)), et 
comme f est continue (en tant que fonction définie sur Q), on aurait : 
lim fun) <2< lim limf(wu) 
n— +00 n— +00 

soit f (1) <2 < f (1), autrement dit f (1) =? = 2. C’est impossible car aucun 
rationnel { ne vérifie cette équation. m 


4 Îl manque des bornes supérieures — Certaines parties majorées de Q 
n’ont pas de borne supérieure, comme par exemple E = {x € Q+/x? < 2}. 
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Pour le vérifier, le plus simple est de raisonner a posteriori en supposant que 
nous avons déjà construit le corps R. Comme l’inéquation x? < 2 dans R 
équivaut à æ < V2, on aura r < 2 pour tout rationnel r appartenant à E. 
Si E admettait une borne supérieure b dans Q, il existerait une suite croissante 
(Tn) d'éléments de Æ telle que limr, = b. En passant à la limite dans les 
inégalités rn < 2. on obtiendrait b < 42. Comme b < V2 est impossible 
(comme Q est dense dans R, il existe toujours au moins un rationnel compris 
entre b et V2 si l’on suppose b < 2), nécessairement b — 2, ce qui est 
absurde car V2 # Q. 


6.2 Construction par les suites de Cauchy 


Nous allons compléter Q en rajoutant arbitrairement toutes les « limites » des 
suites de Cauchy de Q et en faisant attention à ne pas rajouter trop de monde, 
c’est-à-dire en regroupant les suites qui devraient posséder raisonnablement la 
même limite. Cela nous conduit à « faire des paquets » donc à définir des 
classes d'équivalence. 


Notons C l’ensemble des suites de Cauchy de Q. Rappelons qu’une suite de 
nombres rationnels est dite de Cauchy si elle vérifie l’assertion (C') de la Sec- 
tion 6.1. Rappelons aussi que : 


Lemme 1 Une suite de Cauchy est toujours bornée. 


Preuve — Considérons une suite de Cauchy (r,) dans Q (on peut remplacer Q 
par un corps À muni d’une valeur absolue). Par définition : 


VeeQ®r 2NEN n,p>N = Im-r|<Ee 
et en particulier pour € = 1, il existe N tel que : 
n>N = frn-rnl<1 = [ral —rnl <1 = ral <1+/rnl. 


Ainsi frnl < Max(lrol,…,[rn_1l,1+|rn|) quel que soit n, ce qui démontre 
que la suite (r,) est bornée. m 


Définition 6.1 Deux suites de Cauchy (rh) et (sn) de C sont équivalentes, et 
l’on note (r»)R (sn), si : 


VeeQ 2NEN n>N = [rn-snl<e. (C) 


Il est facile de vérifier que : 


Théorème 6.2 R est une relation d'équivalence dans C. 
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Preuve — La relation R est : 
e Réflexive car (r»)R (rh), puisque [r» — rA| pour tout n. 


e Symétrique car si (r») R (sn), et si € est donné, alors |r, — s,| < € à partir 
d’un certain rang, mais aussi [sn — r| < € à partir de ce même rang, donc 
(Sn) R (ra). 


e Transitive car si (r,)R (sn) et (sn) R (fn), pour tout € € QŸ il existe des 
entiers N et P tels que n > N entraîne [r, — s,| < €, et n > P entraîne 
|8n — tn| < €. En posant Q = Max (N, P), on voit que n > Q entraîne : 


Fa su da < fée, = Sn| + [Sn = ta] < 2€, 


autrement dit : 


Vee® 2IQEN n>Q—=frn—tn| <2 (+) 
ce qui prouve que (r»)R (tn). 


Remarque — Dans la preuve précédente, l’apparition d’un 2€ ne gêne pas. 
Pour s’en convaincre, il suffit de se donner un rationnel £/ € Q* quelconque, 
puis de poser € = e//2 et d’appliquer (x) pour obtenir un entier Q tel que 
Îrn — tnl < € = 2€ dès que n > Q. Ainsi, dans l’écriture de la condition (C'), 
on peut sans danger remplacer € par un multiple de €. 


Définition 6.2 L'ensemble R des nombres réels est égal à l’ensemble-quotient 
C/R de C par la relation d'équivalence R. Ainsi R = C/R. Dans la suite, on 
notera (rn)° la classe d'équivalence de la suite (r»). 


Théorème 6.3 On peut définir l’addition et la multiplication dans R en po- 
sant (rn)° + (sn) = (rTn + Sn)° et (rn)° X (S8n)° = (TnSn)° 


Preuve — Montrer que les définitions proposées pour l’addition et la multipli- 
cation dans R ont un sens revient à vérifier que les résultats de ces opérations 
ne dépendent pas du choix des représentants (r,) et (s,) des classes (r,)° et 
(8n)° que l’on veut composer. 


Parenthèse — Imaginons deux personnes différentes qui prendraient 
les mêmes nombres réels x et y et appliqueraient la définition pour 
savoir qui sera x + y. La première écrit x = (r,)° et y = (s»)° 
pour certaines suites (r,) et (s1) de C. La seconde choisit d’autres 
suites (r!,) et (5!) de C qui vérifient aussi x = (r!,)° et y = (s!,)". 
Pour la première personne la somme x + y est égale à (rn + sn)", 
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tandis que pour la seconde, elle vaut (r!, +5!,)°. Si par hasard 
(rn + Sn) Z (rl, + 5!,)", alors la somme de x et y n’a pas le même 
sens pour ces deux personnes, ce qui signifie que la somme n’est 
pas bien définie, ou encore que notre définition est mauvaise et 
juste bonne à jeter aux orties! 

Conseil important : chaque fois qu’un jury d’oral demande de vé- 
rifier que la définition que vous venez de proposer a un sens, n’ou- 
bliez pas de devenir SCHIZOPHRENIQUE et d'imaginer ce que 
feraient deux personnes différentes qui suivraient les instructions 
données dans la définition pour construire l’objet que l’on désire 
définir. Tout va bien si ces deux personnes définissent le même 
objet. Sinon, la définition proposée n’a pas de sens! 


e Pour l’addition, il s’agit de montrer l'implication : 
> (rn+sn)R (re + 81) (1) 


Par hypothèse pour tout € > 0 il existe N et P tels que : 
n>N = m-rml<e et n>P = s-s<e, () 
donc sin >Q=Max(N,P), 
(7 + Sn) — (r}, + s,)| ES [rn — 4 + [Sn — s,| < 2€. 


Cela montre que : 


VE Qi IQEN n>Q = [(rn+sn) —(rn +8) < 2e 
et donc que (rx + s1)R(r!, + sl), ce qui prouve l’implication (1). 


e Pour la multiplication, il faut vérifier la compatibilité de X avec la rela- 
tion R, c'est-à-dire que : 


(n)R (75) 
(sn) R (85) 


Si e > 0 est donné, on sait qu’il existe deux entiers N et P qui vérifient les 
assertions (f), et sin > Q = Max(N,P), alors : 


> (rnsn) R (rh) (2) 


le (Sn — s) + sL(Tn — pal 
AE + Be 
(A+ B)e 


11 
fase — TnSn 


INA IA 
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où À et B sont des majorants respectifs de |r,| et de |s,] quand n décrit N (ils 
existent d’après le Lemme 1), ce qui permet d’affirmer que (rn5n) R (r,,5!,) et 
achève la démonstration de (2). 


e Les deux vérifications précédentes sont nécessaires, mais il ne faut pas ou- 
blier de vérifier un dernier point tout aussi important : que la somme (r, + 5») 
et le produit (r,s,) de deux suites de Cauchy (r,) et (s,) sont encore des suites 
de Cauchy. Les preuves sont du même tonneau que celles que nous avons déjà 
données. Si (r,) et (s,) sont des suites de Cauchy, on a : 


Îrn — rpl < € 


Ÿ * 2NEN > N = 
ee Q € n,p > rs 


Si n,p > N, on obtient alors : 
[(rn + Sn) — (F9 + 8p)| < [rn — pl + [Sn — Spl < 2€ 
et : 
ÎrnSn — TpSpl = [fn (Sn — Sp) + Sp(rn — Tn)l < Ae + Be < (A+ Be 
où À = Max (r,) et B = Max(s,), ce qui achève la vérification. m 
Nous aurons besoin de ce résultat : 


Lemme 2 Six = (r,)" # (0)°, il existe a € Q* et une suite de Cauchy (sn) 
tels que x = (s,)° et tels que l’on ait soit s, > a pour tout n € N, soit sn < à 
pour tout n € N. 


Preuve — Dire que (r,)° Z£ (0)° revient à dire que : 


eQ VNEN hW>N rl>e. 


Comme (r,) est une suite de Cauchy, il existe M € N tel que : 
€ 


n,p > M a Mn" < 3 


Prenons N = M. Il existe alors n > M tel que |r,| > €. En fait on aura 
Soit Tn > €, soit Tn < —€. Supposons par exemple que r» > € (l’autre cas se 
traitant de la même manière), alors : 


6.2. CONSTRUCTION PAR LES SUITES DE CAUCHY 99 


Il suffit de poser a = €/2 et de définir (s,)° par : 


e/2 sin < M 
Sn — : 
Tn Sin>M 


pour que x = (s,)° et s, > a quel que soit n. m 
Et l’on peut démontrer le résultat tant attendu : 
Théorème 6.4 (R +, x) est un corps commutatif. 


Preuve — Il est évident que l’addition sur R est commutative, associative, 
admet (0)° pour élément neutre (l'élément nul) et que tout élément (r,)° de R 
admet un opposé : l’élément (—r,)" qui satisfait bien (r,)° + (—r:)" = {0}. 
Ainsi (R,+) est un groupe commutatif, et l’on pose naturellement 0 = (0)°. 


La multiplication est clairement commutative, associative et distributive sur 
l'addition. L'élément (1)° vérifie (rn)° + (1)° = (rn)° quel que soit (r,)° € R. 
C’est donc l’élément neutre pour la multiplication. Cela montre que (R, +, x) 
est un anneau commutatif unitaire. 


Pour prouver que R est un corps, il reste seulement à démontrer que tout 
élément x = (r,)° non nul de R possède un symétrique pour la multiplication 
(un inverse), c’est-à-dire un élément (s,)° tel que : 


(ra) x (sn) = (1). 


Le Lemme 2 nous permet de supposer que (r,)° vérifie |r,| > à pour tout n 
(puisque x  (0)° par hypothèse) et de définir s, = 1/r\ pour tout n. Alors : 


(rn)° X (8n)° = (rnsn) = (1)° 


comme on le désire, et il ne reste plus qu’à vérifier que (s,) est bien une suite 
de Cauchy. On à : 


Tn — Tp 


IS 8| = 


et comme (r,) est une suite de Cauchy : 


VeeQ 2NEN n,p>N = frn-r|<E 
donc : 


rn — Tpl ae 


a? 7 œ@ 


VeeQ 2NEN n,p>N = {sn — sp] < 
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où a? est une constante. Cela montre que (s,) est une suite de Cauchy. m 


On peut maintenant construire un monomorphisme de corps © de Q dans R 
qui permet d'identifier Q à un sous-corps de R. Il s’agit de l'application : 


po: Q — R 


r 4 (TS 


bien définie (car une suite constante est toujours une suite de Cauchy) et 
injective. On vérifie sans peine qu’il s’agit d’un homomorphisme de corps car 
pour tout (r,s) € Q? : 

ptr+s)=(r+s) = ("+ (8) = pr) +v(s) 

er x 8) = (rs) = (r)° x (s)° = pr) x (5) 
p(1) = (1) = unité de R. 


Le monomorphisme & : Q —R induit un isomorphisme de Q sur le corps 
#(Q). et l’on identifie les éléments de Q à ceux de (Q) en posant : 


VreQ r=vçl(r)=(r). 


Le corps Q des rationnels apparaît maintenant comme un sous-corps de R. 


Définition 6.3 On pose : 
Ri={reR/1(r,)EeC x=(r:) etrn > 0 pour tout n} 
R_=-R;={xeR/l(r,)eC x=(r) et rn <0 pour tout n}. 


Les définitions de R; et R_ montrent clairement que la multiplication dans R 
suit la loi des signes, autrement dit que R; X* R__ =R_,R; X*R, =R, et 
R- XR_ =R,. On peut aussi vérifier que : 


Théorème 6.5 R; NR- = {0} et R; UR_ =R. 


Preuve — e Six eR;NR-, alors x s'écrit x = (rh) = (sn)° avec r, > 0 et 
8n < 0 quel que soit n, donc : 


Ve> 0 2NEN n>N = frn-sl<e = ra <sn+e<e 


soit : 


Ve>0 2NEN n>N = fr, -0|<e, 


ce qui donne x = (rh)° = (0). Ainsi R} NR-_ C {0}, et en fait R;NR- = {0} 
puisque l’inclusion réciproque est triviale. 
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eSixzeR n'est pas nul, le Lemme 2 montre qu'il existe à € Q* et une suite 
de Cauchy (s,) tels que x = (s,)° et tels que l’on ait soit s, > à pour tout 


n € N, soit s, < a pour tout n € N. Cela montre que 5, est ou bien tout le 
temps strictement positif, ou bien tout le temps strictement négatif, et donc 
que æ appartient à R: ou à R_. Aïnsi R; UR_ C R. L’inclusion réciproque 


est évidente. = 


Remarques — a) Avec l'identification de Q à un sous-corps de R, on a 
bien Q, CR} par définition de R}, et en fait aussi QNR, = Q} autrement 
il existerait x € QNR, tel que x € Q* (en posant Q* = Q-\{0}), ce qui 
entraînerait x € R-, absurde puisque R; NR- = {0}. 


B) Utiliser des classes de suites de Cauchy n’est pas la seule façon de 
construire R à partir de Q. On peut par exemple employer des coupures de 
Dedekind, c’est-à-dire définir les sections commençantes ouvertes comme étant 
des parties s de Q, différentes de SZ et de Q, telles que : 


(rEesety<r)—= yESs, 


et telles que s ne possède pas de plus grand élément. Grosso modo, les sections 
commençantes ouvertes sont de la forme |—-co, x[ où x € R (mais il ne faudrait 
pas le dire ainsi : c’est ce à quoi on aboutit après un long travail), et définissent 
des « nombres réels » (ex. 114 à 117 du Queysanne [?]). 


6.3 Relation d’ordre dans R 


Définition 6.4 On définit la relation < dans R par : 
Va,yER zx<y &y-xeR.. 


On obtient une relation d’ordre : la réflexivité est triviale, l’antisymétrie pro- 
vient du fait que siy—xEeR}NR-, alors y — x = 0 puisque R} NR- = {0}, 
et la transitivité exploite juste la propriété évidente suivant laquelle la somme 
de deux réels positifs est positive. 


Théorème 6.6 La relation < est une relation d'ordre total dans R, compatible 
avec l'addition et la multiplication . 


Preuve — Si x et y sont deux nombres réels quelconques, le Théorème 6.5 
montre que y — x appartient à R, ou à R_, donc que x < y ou y < x. Cela 
prouve que la relation < est une relation d’ordre total. Montrer la compatibilité 
de < avec l’addition et la multiplication revient à montrer que : 


(1) V(x,y,2) € R° EE Le T+z<y+z, 
(2) V(xyDEeR xR x<y = 2 < y. 
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La vérification est facile en retournant à la définition de < dans R. Par exemple 
la compatibilité avec l’addition se montre en écrivant les équivalences : 


z<y & y—-txER+ 
+ (y+z)-(x+2)eR} 
& T+z<y+z.H 


6.4 Limites de suites 


6.4.1 Résultats fondamentaux 
Le corps R que nous venons de construire est un corps commutatif totalement 


ordonné. On peut donc y définir la convergence des suites de la façon usuelle : 


Définition 6.5 Un suite (x,) de nombres réels converge vers un réel l, et l’on 
note limxh =, si et seulement si : 


VERT 2NEN n>N = fr -l|<e. (1) 


Dans cette définition, on peut ne retenir que des € rationnels (en rappelant que 
ces rationnels sont inclus dans R après l'identification de Q à un sous-corps 
de R donnée par 4 : Q — R), comme on le vérifie ici : 


Théorème 6.7 L'affirmation (1) de la définition précédente équivaut à : 


VeeQ 2NEN n>N = fm -l|<e. (2) 


Preuve — [(1) = (2)] Sie € Q* est donné, comme Qf € R* on peut 
appliquer (1) avec € et trouver un entier N tel que n > N entraîne |x, — {| <E, 
ce qui prouve (2). 


[(2) = (1)] Si e € R* est donné, le Lemme 2 montre l'existence de a € Qi 
et d’une suite de Cauchy (r,) tels que x = (r»)° et rn > @ pour tout n € N. 
En appliquant (2) avec ce a, on trouve un entier N tel que n > N entraîne 
[tn — | < a < € d’où (1). 

On notera que l'inégalité à < € est parfaitement justifiée dans R, puisque par 
définition de < dans R : 


a<e & (a)<(rn) & VEN a<rn.M 
Théorème 6.8 Si x — (r,)° est le réel défini par la suite de Cauchy (rn), 


alors limr, = x dans R. En particulier tout nombre réel est la limite d’une 
suite de nombres rationnels, ce qui s'exprime en disant que Q est dense dans R. 
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Preuve — Compte tenu de l'identification donnée par &@ : Q—R, écrire 
limr, = x dans R revient à écrire limw(r») = x dans R. Comme (r,) est de 
Cauchy : 


Vee® 2NEN n,p>N = [r-rm|<e (x) 


Sin 2 N, le réel r, — x est défini par la suite (rn),en — (rp)pen = (n — Tp)pen 
autrement dit rn — x = (rn — Tp)DEN et (*) permet d'écrire : 


VeeQ® 2NEN n>N = fr-1|<e 
ce qui montre que limr, = x en utilisant le Théorème 6.7. m 


L'identification de Q à un sous-corps de R était déjà justifiée algébriquement 
par la construction du morphisme injectif de corps & : Q —R. Le Théo- 
rème 6.8 montre que cette identification est licite d’un point de vue topolo- 
gique en montrant que si une suite de rationnels (r,) converge dans Q vers 
un rationnel r, alors la suite de réels (w(r,)) converge aussi vers le réel w(r) 
dans R. La convergence des suites à la même signification dans Q et dans R. 


La densité de Q dans R exprimée au Théorème 6.8 s’énonce aussi : 


Théorème 6.9 Tout intervalle ouvert ]a,b[ de R tel que a < b contient au 
moins un rationnel. 


Preuve — Le réel c = (a + b)/2 appartient à l'intervalle Ja, b[ et le Théo- 
rème 6.8 montre qu'il existe une suite (r,) de rationnels qui tend vers c. Si 
€ = (b — a)/2, il existe un entier N tel que n > N entraîne : 


b—a 


2 


Îrn — cl <E = 
c’est-à-dire a < Tn < b. 
6.4.2 Conséquences 
On peut maintenant montrer que : 
Théorème 6.10 R est archimédien. 
Preuve — KR est un corps totalement ordonné. Si a € R et b € R, il existe des 


rationnels r et s tels que 0 < r < bet a < s < a+1. Comme Q est archimédien, 
il existe n € N tel que s < nr, et l’on aura aussi a < s < nr < nb. 
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Théorème 6.11 Pour tout nombre réel x il existe un plus grand entier rela- 
tif m tel que m < x. On à alors m<x<m+l. 


Preuve — Comme R est archimédien, il existe des entiers no et n1 tels que 
—x < no X 1 et x < n1 X 1, de sorte que : 


—n0 < TX < N1. 


Soit E = {neZ/n< x}. Tout élément n de E vérifie n < x < m1, donc E 
est majoré. Mais E n’est pas vide puisque contient —n0. Finalement E est une 
partie non vide majorée de Z, donc admet un plus grand élément m. 1 


Définition 6.6 L'unique entier m tel que m < x < m+1 est appelé partie 
entière de x, et noté [x] ou E (x). 


6.5 Complétude 


Théorème 6.12 Le corps R est complet. 


Preuve — Il s’agit de démontrer que toute suite de Cauchy (x,) dans R est 
convergente. Par hypothèse : 
£ € 
VeeR. 2INEN mozN ler; £ 3: 
Tout nombre réel étant la limite d’une suite de rationnels (Théorème 6.8), 


pour tout n € Nil existe r, € Q tel que : 


SI 


as al < 


On vérifie alors que : 
(1) (rn) est une suite de Cauchy dans Q. 
(2) Le réel x = limr, (qui existe d’après le Th. 6.8) vérifie x = lim. 


Preuve de (1) — On a [ra — rp| < |rn — Æn| + [tn — Cp + [tp — pl, donc il 
suffit d’avoir n,p > Max (N,3/€) pour obtenir : 
1 € 1! 
rar) HU 
Preuve de (2) — On a [xs — x] < [tn — ral + |rn — x]. Comme x = limr,, 
pour tout € € RŸ il existe N € N tel que n > N entraîne |r, — x| < €/2, donc 
entraîne aussi : 


1 
tn — al < = +$. 
mn 2 


Par suite |, — x| < € dès que n > Max (N,2/€). 
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6.6 Cinq propriétés fondamentales de R 


Nous venons de construire le corps des réels qui complète le corps des ration- 
nels Q en ce sens que toute suite de Cauchy de rationnels possède une limite 
dans R. Pour nous : 


(A) L'ensemble R est défini comme étant un corps commutatif 
totalement ordonné, archimédien et complet. 


Cette phrase, qui précise parfaitement la structure de R, peut être prise comme 
une définition axiomatique de R, l'existence d’un tel corps ayant été démontrée 
dans les pages précédentes. Travailler dans R signifie donc que l’on travaille 
dans un corps commutatif totalement ordonné, archimédien et complet, et tout 
est dit. 


En fait quatre autres propriétés fondamentales de R se déduisent de (A) et 
pourraient remplacer la complétude de R sans que l’on perdre aucune infor- 
mation. Il s’agit d’un point crucial concernant les propriétés fondamentales 
de R, précisé dans le Théorème suivant. 


Théorème 6.13 Supposons que R soit défini comme un corps commutatif 
totalement ordonné et archimédien. Alors les cinq propriétés suivantes sont 
équivalentes : 


(TSC) (Théorème des suites croissantes majorées) Toute suite croissante 
majorée est convergente. 


(TSA) (Théorème des suites adjacentes) Deux suites adjacentes convergent 
vers la même limite. 


(COM) (Complétude) R est complet. 


(TSE) (Théorème des segments emboîtés) L'’intersection d’une suite dé- 
croissante de segments dont la longueur tend vers 0 est un singleton. 


(TBS) (Théorème de la borne supérieure) Toute partie non vide majorée 
de R possède une borne supérieure. 


Preuve — Voici notre programme de démonstrations : 
(TSC) = (TSA) = (TBS) = (TSC) 
(TSA) & (TSE) 
(TSA) & (COM). 


[(TSC) = (TSA)] Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si l’une est 
croissante, l’autre décroissante, et lim (uv, — un) = 0. Si (un) et (un) sont deux 
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suites adjacentes telles que (u,) soit croissante et (v,) décroissante, il est facile 
de vérifier que un < v, quels que soient n et p. Autrement, il existeraient N et P 


tels que un > vp, et l’on aurait v, < Up < un < Un dès que n > Max (N,P), 
et donc aussi : 


n>Max(N,P) = 0 < [un — up| < [un — wi], 


ce qui est absurde puisque lim (v, — un) = 0. 
La suite (u,) est donc croissante majorée par vo, donc converge vers un réel | 
d’après (TSC). De même, (v,) est décroissante minorée par wo, donc! converge 


vers l’. Comme lim (vw, — un) = l —1= 0, on déduit { = l/. 


[(TSA) = (TBS)] Soit M l’ensemble des majorants d’une partie E non 
vide et majorée de R. Il existe uo € M et vo € M, de sorte que l’on puisse 
définir par récurrence deux suites (u»),en et (Un),en €n posant : 


Un + Un . Un + Un 
Un+1 = Un Et Un+1 = = si En e M 
Un + Un 3 
Un+1 =  — et Un+1 = Un sinon, 


dès que n > 1. Il est facile de vérifier que ces deux suites sont adjacentes, donc 
convergent vers le même réel {. Pour tout n, on à un < | < Un, avec un € M 
et Un € M, et l’on peut montrer que ! = Sup £. En effet : 


D l'est un majorant de E : sinon il existerait x € E tel que ! < x, d’où 
L< vu < x à partir d’un certain rang, absurde. 


D l'est le plus petit des majorants de E : autrement il existerait m € M 
tel que m < {, et l’on aurait m < u,y < ! à partir d’un certain rang. Comme 
Un £ M, il existe x € E tel que u, < x, mais alors m < x en contradiction 
avec l’hypothèse m € M. 


[(TBS) = (TSC)] Si (un) est croissante et majorée par M, la partie : 
U = {un/neN} 


est non vide majorée, donc possède une borne supérieure L. Il est facile de voir 
que limu, = L. En effet, par définition d’une borne supérieure, 


VE > O0 IneN [-Ee< un <l, 


I(TSC) équivaut à dire que toute suite décroissante minorée est convergente, comme on 
le vérifie en troquant une suite (ux) par la suite (—u,) pour passer d’un énoncé à l’autre. 
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et puisque (u,) est croissante, 


Ve>0 neN m>n—l-Ee<us <um<l = [un —ll<Ee, 
ce qui signifie que la suite (u,) tend vers L. 


[(TSA) = (TSE)] Rappelons qu’un segment de R est un intervalle fermé 
borné de R. Considérons une suite ([a,,b,]),en de segments emboîtés qui 
vérifie : 


Vn € N [dun Et; bn+1] C [an, ba] et lim (bn — An) — 0. 


Les suites (a) et (b,) sont adjacentes, donc convergent vers une limite com- 
mune {, et an < 1 < b, pour tout n, donc ! € [en lan; bn]. En fait l'intersection 
Nhuen lan; bn] est un singleton, sinon il existerait ll tel que an < l< ba 
pour tout n, d’où |! — ['| < ]b, — a,| pour tout n, ce qui est impossible puisque 
lim (by — an) = 0. 


[(TSE) = (TSA)] Si (u,) et (v,) sont des suites adjacentes, la suite de 
segments ([un, ]),en est emboîtée, donc [x (un; Un] = {1}. Ainsi : 


neN 
VnEN un <i< Un. 
Pour tout € > 0 il existera alors un entier N tel que : 
n>N = [Lu] < lun — ul LE, 


donc limuy = !. On montre de la même manière que lim v, = [. 


[(TSA) = (COM)] Si (w;) est une suite de Cauchy de R, les suites 
(Infr>n ur), et (SUPr>n ur), sont adjacentes. En effet, la première suite croît 
tandis que la seconde décroît, et si € > 0, il existe un entier N tel que : 


k,p>N = lu -u,| <e = ur <u, +Ee 


de sorte que : 
VE>N uw < Infu, +e 
p>N 


et en passant à la borne supérieure : 


Sup uy < Inf u, +E€. 
k>N p>N ? 


de sorte que : 


Ve>0 2NEN O<Supug — Inf uw <E. 
k>N kR>N 
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Sin > N, la croissance de (Inf;>, uy), et la décroissance de (Supg>n uk), 
permettent d'écrire : 


Ve>0 2NEN n>N = 0< Supu, — Inf uw <E, 
k>n k>n 


ce qui signifie que limn_+00 (SUPy>n Uk — Infg>n Uk) = 0. 


Donc les suites (Infr>n uk), et (Supyz>n ur), sont bien adjacentes, et (TSA) 
montre qu’elles convergent vers la même limite {. Il suffit d'appliquer le Théo- 
rème des gendarmes aux encadrements : 


Inf ux — 1 <'un —1 < Supuz — ! 

k>n k>n 
vrais pour tout entier n, pour obtenir limu,, = !. Cela montre que tout suite 
de Cauchy de R converge, autrement dit que R est complet. 


[(COM) = (TSA)|] Si les suites (u,) et (v,) sont adjacentes, avec (uh) 
croissante et (v,) décroissante, alors u, < v, quels que soient n et p appar- 
tenant à N (comme on l’a vérifié au début de la preuve du Théorème à la 
page 61), donc pour tout (n,p) € N, 


Un — Un < Un — Up < Up — Up 


soit un — Up] < Max ([un — Un] , [Up — Up|). Par hypothèse lim (ur — un) = 0 
donc : 


Ve> O0 2NEN n>N = 0<uw -u <E 


et l’on en déduit : 


Ve>0 2NEN n,p>N=0< lu — ul <eE. 


Cela montre que (u,) est une suite de Cauchy dans R, et comme R est complet, 
(Un) convergera vers un réel {. De lim (vw, — u,) = 0 on tire enfin limvw, = {. mn 


Remarque — L’implication [(TBS) = (TSA)] se démontre agréablement. 
En effet, si (un) et (v) sont deux suites adjacentes, avec (u,) croissante et 
(un) décroissante, la partie U = {u, / n € N} est non vide majorée par vo, et la 
partie V = {v, /n € N} est non vide minorée par wo. Il existe donc !/ = SupU 
et l’ = Inf V. Comme uw, < v, pour tous les entiers n et p, on a : 


VnREN un <Ÿ, 


donc en passant à la borne supérieure ! < ['. On a donc u, < 1 << v, pour 
tout n, et l'hypothèse lim (vw, — u,) = 0 entraîne { — /. 


Chapitre 7 


Deux preuves fausses sur les 
bissectrices au collège 


Voici un texte que j'avais travaillé en avril-mai 2012 et que je 
compte placer dans un de mes livres à venir qui pourrait s’inti- 
tuler brèves de mathématiques. Pour l'instant, il s’agit d’un projet 
fumeux, mais le texte est bien là et peut apporter un certain recul 
à celui qui serait interrogé à l’oral sur les bissectrices d’un tri- 
angle. Le jury ne pardonnera pas des connaissances parcellaires ou 
approximatives sur ce sujet. Il s’agit donc de se poser toutes les 
questions possibles et imaginables avant les épreuves orales, et de 
bien peaufiner nos définitions pour les utiliser quand cela devient 
nécessaire. Je conseille de lire ce texte en priorité À (niveau de 
priorité maximum). 


7.1 Sur le programme du college 


Dans le programme des collèges paru en 2008 [9], on introduit la bissectrice 
dès la classe de 6° en liaison avec la symétrie axiale. On définit la bissectrice 
de cette façon : 


D1 - La bissectrice d’un angle est la demi-droite qui partage l’angle 
en deux angles adjacents de même mesure. 


La justification de la construction de la bissectrice à la règle et au compas est 
reliée à l’étude de la symétrie axiale et aux propriétés de la médiatrice d’un 
segment qui en découlent. Cette façon de procéder est intelligente dans le sens 
où elle assure la cohérence entre les différents items de géométrie qui doivent 
être traités 6°, et approfondis les années suivantes, en les articulant à partir 
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des propriétés de la symétrie axiale que l’élève peut expérimenter à souhait, 
et donc utiliser comme des axiomes (ou plutôt des postulats, ce qui revient 
presque au même) à ce niveau. 


Parler des bissectrices de cette façon permet en outre de mettre les deux pro- 
priétés suivantes en parallèle : 


- Un segment possède deux axes de symétrie : sa médiatrice et la droite qui 
le porte ; 


- Un angle possède un axe de symétrie : sa bissectrice. 


En classe de 4°, on demande de caractériser les points de la bissectrice d’un 
angle par la propriété d’équidistance aux deux côtés de l’angle, le but étant 
de démontrer que les trois bissectrices d’un triangle sont concourantes et d’en 
déduire l’existence et la construction du cercle inscrit à un triangle. Bien que 
ces connaissances ne soient pas exigibles pour le socle, le programme insiste 
sur la propriété métrique des bissectrices : 


« Cette caractérisation permet de démontrer que les trois bissec- 

trices d’un triangle sont concourantes et justifie la construction 

du cercle inscrit. L’analogie est faite avec le résultat concernant les 

médiatrices des trois côtés du triangle vu en classe de cinquième. » 

([9] p. 31). 
L'intérêt d’une telle démarche ne fait pas de doute : en exploitant des défini- 
tions métriques utiles par la suite, on démontre la coucourance des bissectrices 
d’un triangle exactement de la même façon que l’on prouve la concourance des 
médiatrices. Cette similarité facilite la compréhension et la mémorisation de 
ces deux résultats et de leurs preuves. À ce niveau, je n’ai pas grand-chose à 
dire, si ce n’est que le programme à raison de ne pas faire de vagues au sujet 
de ces preuves qui sont adaptées aux définitions dont on dispose à ce niveau 
et aux conceptions associées qui seront perçues et analysées par les élèves. 


Mais des difficultés peuvent être soulevées à un autre niveau. 


7.2 Critique de la définition D1 


Pourquoi utiliser un rapporteur ? 


En 6°, le programme définit la bissectrice d’un angle comme étant la « demi- 
droite qui partage l’angle en deux angles adjacents de même mesure ». Il lie 
ainsi la définition d’une bissectrice à celle d’une mesure d’un angle et donc à 
l’usage du rapporteur. On apprend pourtant un peu plus loin que « le rap- 
porteur est un nouvel instrument de mesure dont l’utilisation doit faire l’objet 
d’un apprentissage spécifique », mais que cet apprentissage, comme celui de la 
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reproduction d’un angle, n’est pas obligatoire à ce niveau et ne fait pas partie 
du socle commun des connaissances de 6°. 


On pourra remarquer que la notion de bissectrice d’un angle ne fait pas elle 
aussi partie du socle en 6°, même si le programme incite à en parler. Mais quel 
peut bien être l'intérêt à lier la définition d’une bissectrice à la mesure des 
angles à l’aide d’un rapporteur, alors que ce travail constitue un apprentissage 
difficile en collège ? 


En 6°, les propriétés des symétries axiales font partie du socle et forment 
le noyau des connaissances géométriques à ce niveau, et la conservation des 
angles par une symétrie axiale est une connaissance que l’on demande d’étu- 
dier. Superposer des angles par pliage est plus simple que de les mesurer avec 
un rapporteur. Cette attitude met l’accent sur la notion d’angles superposables 
moyennant une transformation du plan, ici une symétrie axiale, et se vérifie 
en utilisant un calque. 


Décalquer un angle sur un autre montre que ces angles sont superposables, et 
il n’y à pas de mal à dire qu’ils sont égaux en faisant un abus de langage. C’est 
plus simple à retenir et ne perturbera pas les élèves à qui l’on pourra répéter 
que deux angles sont égaux s’ils sont superposables quand on les décalque. 
D'ailleurs le programme demande de retenir qu’une symétrie axiale conserve 
les angles, donc sous-entend cette notion d'égalité entre deux angles. Pour ces 
raisons, il me semble raisonnable de préférer la définition suivante : 


D2 - La bissectrice d’un angle est la demi-droite qui partage l’angle 
en deux angles adjacents égaux. 


Pourquoi rappeler qu’ils sont adjacents ? 


Quand on partage un angle, on le coupe en deux, et on obtient deux mor- 
ceaux. Ces morceaux sont adjacents, car on doit pouvoir reconstruire la pre- 
mière figure en les replaçant correctement. Il ne semble donc pas indispensable 
d’insister dans la définition pour demander que les angles soient adjacents. On 
pourra se contenter d’en faire la remarque à l’occasion des différents exercices 
qu’on ne manquera pas de proposer à ce sujet. 


Je propose donc la définition suivante : 


D3 - La bissectrice d’un angle est la demi-droite qui partage l’angle 
en deux angles égaux. 


Une droite vaut mieux qu’une demi-droite 


Quand on partage en deux, on a envie de couper suivant une droite, surtout 
si on coupe un plan en deux! On pourra dire qu’en sixième, un angle est vécu 
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comme étant un secteur angulaire saillant, et même comme l’angle d’un tri- 
angle que l’on découpe dans du carton, et que, suivant le cas, on imagine une 
bissectrice comme une demi-droite ou un segment. On sait qu’il est probléma- 
tique de l’imaginer comme un segment, car celui-ci dépendrait de la découpe 
du triangle pour la manipulation, et non plus de l’angle. 


Il reste raisonnable d’envisager la bissectrice d’un angle comme étant soit une 
droite, soit une demi-droite. Mais voilà : dans la définition angulaire, il y aurait 
alors deux demi-droites qui répondraient à la définition. 


Le plus simple est donc de partager un angle en le coupant en deux suivant 
une droite qui passe par son sommet, ce qui nous rapproche de la symétrie 
axiale et évite les problèmes. 


D'un point de vue académique, on sait que, étant données deux demi-droites 
de même origine [OA) et [OB), on peut définir la (ou les) bissectrice(s) du 
couple ([0A),[OB)) de deux manières différentes : 


(a) comme l’axe À de l’unique réflexion qui échange ces demi-droites ; 


(b) ou comme une demi-droite Ô d’origine © telle que les angles orientés 
([0A), 6) et (6,[O0B)) soient égaux. 


On sait que la propriété (b) est vérifiée par exactement deux demi-droites Ô 
et 6” qui sont opposées et forment la droite A : 


A =6ôU6. 


Ces deux points de vue sont acceptables, et sont utilisés suivant les circons- 
tances. Si l’on veut mettre l’accent sur la symétrie, on considère que la bissec- 
trice d’un couple de demi-droites de même origine est une droite. Si l’on préfère 
travailler seulement avec des demi-droites pour obtenir plus de cohérence, on 
dit qu’il existe deux demi-droites bissectrices d’un couple de demi-droites de 
même origine, et on les utilise par exemple pour leurs propriétés angulaires 
qui font intervenir des angles orientés de demi-droites. 


La définition la plus facile est sans doute la première qui évite d’avoir recours 
à la notion difficile d’angle orienté de demi-droites, et qui nous dit immédia- 
tement tout sur la bissectrice. Voilà pourquoi on retient en général que : 


D4 - La bissectrice d’un couple de demi-droïtes de même origine 
est l’axe de l’unique réflexion qui échange ces demi-droites. 


En sixième, je privilégierai donc la définition suivante : 


D5 - La bissectrice d’un angle est la droite qui partage cet angle 
en deux angles égaux. 
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Cette définition présente la bissectrice comme une droite, ce qui est bien pra- 
tique quand on doit plus tard chercher l’intersection d’une bissectrice et d’une 
autre droite. La définition suivante dit exactement la même chose en évitant 
de parler d’angles : 


D6 - La bissectrice d’un angle est l’unique axe de symétrie de cet 
angle. 


Un élève de collège sera appelé à connaître et utiliser ces deux formulations. 


7.3 Deux résultats du collège 


Le programme de collège demande de montrer les propriétés suivantes : 


P1 - Un point M appartient à la bissectrice d’un angle si, et 
seulement si, il est à égale distance des côtés de cet angle. 


P2 - Les trois bissectrices d’un triangle concourent en un point 7 
qui est le centre d’un cercle tangent aux côtés du triangle (que l’on 
appelle le cercle inscrit au triangle). 


La FIG. 7.1 montre deux activités sur ces thème, extraits du manuel Nouveau 
Prisme Maths 4° (éd. 2011) [14]. 
4 Preuve de P1 -— Il y a deux implications à démontrer! 


(=) Adoptons les notations de l’ex. 4 de la FIG. 7.1. Sur cette figure, le 
point N est à égale distance des côtés [Ox) et [Oy) de l’angle, et l’exercice du 
manuel demande de calculer le cosinus de deux angles aigus? pour démontrer 
que ONR = ONS. De là on tire RON = NOS en utilisant les triangles 
rectangles ONR et ONS, et le résultat sur la somme des angles d’un triangle. 
On en déduit que (ON) est la bissectrice de xO0y. CQFD. 


La démonstration précédente est adaptée à la 4°, mais on peut noter que l’on 
peut raisonner en utilisant seulement les propriétés des symétries axiales dont 
on dispose dès la sixième. Il suffit de voir que : 


- Les triangles ORN et OSN sont rectangles en R et $, donc R et S ap- 
partiennent au cercle Com de diamètre [ON] (ce résultat, connu en sixième, 
peut être démontré en utilisant les propriétés de la symétrie axiale et les consé- 
quences de ces propriétés dans l’étude des rectangles). 


lLe lecteur averti comprendra que l’on sous-entend que le point N n’est pas sur l’un des 
supports des côtés de l’angle, sinon le résultat est évident. Cela explique pourquoi on peut 
parler de la droite (ON), des triangles ONR et ONS qui ne sont pas aplatis, etc. 

?On dispose de cette notion en 4°. 
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Je situe les points équidistants des deux côtés d'un angle 
Sur la figure ci-contre, le point N est équidistant 
des côtés de l'angle saillant xOy. 

a. Démontrer que : cos ONR = cos ONS 
b. En déduire que : ONR = ONS 
&. Démontrer que RON = Nos 


b. En déduire que le point N appartient 
à la bissectrice de l'angle saillant xOy. 


Que peut-on alors dire d'un point équidistant dun ongle soil | compris 
des deux côtés d'un angle saillant ? F7 Tant Der 180 7 


Je découvre la propriété des bissectrices d'un triangle 
et le cercle inscrit 

Je conjecture à l'aide d'un logiciel 8 

2. Tracer un triangle, puis construire les bissectrices 

de deux angles de ce triangle. 

On appelle | leur point d'intersection. 

b. Tracer la bissectrice du troisième angle. 

c. Déplacer les sommets du triangle. 

Que remarque-t-on ? A 

d. Que peut-on conjecturer au sujet 

des trois bissectrices d'un triangle ? 

a. Tracer la perpendiculaire à un côté du triangle 

passant par !. Elle coupe ce côté en H. 

b. Tracer le cercle de centre | passant par H. 

c. Déplacer les sommets du triangle. Que remarque-t-on ? 

Je démontre 

a. Tracer un triangle ABC, puis construire les bissectrices des angles ABC et ACB. 

Ces deux bissectrices se coupent en un point que l'on note L 


b. Placer les points j, H, K, pieds respectifs des perpendiculaires aux droites (AB), 
(80), (AO) passant par le point | 


a. Démontrer que LU = IH, puis que IH = 1K re 
b. En déduire que le point | est équidistant des côtés de l'angle BAC. 
€. Démontrer que [AÏ) est la bissectrice de l'angle BAC. 


a. Construire le cercle de centre | et de rayon 1H. 
b. Pourquoi ce cercle est-il tangent à chaque côté du triangle ABC ? 


Ce cercle est appelé le cercle inscrit dans le triangle ABC. 


F1G. 7.1 - Ex. 4 et 5 p. 243 du Nouveau Prisme Maths 4° (éd. 2011) 


- Les points R et S appartiennent au cercle € de centre N et de rayon 
NR= NS. 


Comme Com et C admettent (ON) comme axe de symétrie, et comme À 
appartient à Con] NC, le symétrique de R par rapport à (ON) sera encore sur 
Com NC, donc sera égal à S. 


Pour finir, dire que À et S sont symétriques par rapport à (ON) montre que 
(ON) est la bissectrice de zOy. 


Une troisième solution utilise le Théorème de Pythagore étudié en 4° : si 
NR = NS, les triangles rectangles ORN et OS N possèdent deux côtés égaux, 
donc sont isométriques, et donc OR = OS. On en déduit que (ON) est la 
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médiatrice de [RS], donc aussi la bissectrice de xOy. 


(=) Conservons les notations de l’ex. 4 de la FIG. 7.1, mais supposons cette 
fois que N appartient à la bissectrice de rOy. Par définition d’une bissec- 
trice, l’image de la demi-droite [Ox) par la réflexion s de base (ON) est la 
demi-droite [Oy). Comme R € [Ox), on aura s(R) € [Oy). On sait qu’une 
symétrie axiale conserve l’orthogonalité. On peut donc aussi dire que l’image 
de la perpendiculaire (RN) à (Ox) issue de N sera la droite perpendiculaire 

s((Ox)) = (Oy) issue de s(N) = N, c’est-à-dire (NS). On a donc : 


= s(R) € [Oy) 
E(RN) = s(R)E (NS) 


d'où s(R) € (NS)N[Oy), d’où s (R) = S. Comme une symétrie axiale conserve 
les distances, on aura NR = s(N)s(R) = NS, et N sera à égale distance des 
demi-droites [Ox) et [Oy). m 


+ Preuve de P2 - On suit facilement le raisonnement proposé au B de 
l'exercice 5 de la FIG. 7.1, Si Z est à l’intersection des bissectrices des angles 
ABC et ACB, la propriété P1 montre que 1J = IH et 1H = IK où J, H 
et K sont les pieds des perpendiculaires aux droites (AB), (BC) et (C'À) issues 
de I. Par transitivité de la relation d'égalité, 1J = IK, donc I appartient à la 
bissectrice de BAC en appliquant une dernière fois la caractérisation P1. sm 


Tout va pour le mieux dans le meilleur des mondes possibles. Tout fonctionne 
à merveille, du moins en collège. L'approche donnée suffit à ce niveau, ne crée 
pas de difficultés insurmontables pour les enfants, et les aide à préciser et 
structurer leurs pensées. 


Mais voilà, ces démonstrations sont fausses. 


7.4 Une avalanche de questions 


Un candidat au CAPES de mathématiques (interne ou externe) qui présente- 
rait les preuves des propositions P1 et P2 comme on l’a fait plus haut, donc en 
restant en parfaite adéquation avec ce qui se pratique au collège, peut se voir 
sévèrement reprendre par le jury pendant l'entretien et s'entendre par exemple 
dire : 


Votre énoncé P1 est faux. Vos démonstrations des propositions 
P1 et P2 sont fausses. Pourquoi selon vous ? Revenez sur ces pro- 
positions et leurs démonstrations et expliquez-nous comment les 
arranger. 
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Le jury cherche à savoir si le candidat à analysé le programme du collège 
avec suffisamment d'esprit critique et quelles sont ses idées personnelles sur la 
validité mathématique des énoncés et des preuves qu’il a rencontrés. 


Je pose souvent ces questions dans les simulations d’oraux que je propose à mes 
étudiants, et je m'aperçois souvent qu’elles déstabilisent l’orateur qui semble 
les découvrir au moment où je les lui pose, à un moment où le stress de l’oral 
est à son comble et où tout le monde sait que l’on « réfléchit mal ». Il est déjà 
trop tard. 


Ce sont pourtant des questions classiques. Quand on propose un exposé sur les 
bissectrices, on traite forcément des propriétés P1 et P2, et il faut s’attendre à 
répondre à des questions à ce sujet. En fait, à la fin d’un tel exposé, il est tout 
à fait raisonnable d’être amené à répondre à toute la panoplie de questions 
suivantes : 

— Une bissectrice d’un angle est une droite ou une demi-droite ? 

— Combien y en a-t-il ? 

— Comment le prouver ? 


— De quelles bissectrices parle-t-on : d’un couple de droites ou de 
demi-droites ? 


— Comment définissez-vous une bissectrice d’un couple de demi- 
droite ? 


— Comment définissez-vous une bissectrice d’un couple de droites ? 
— Qu’appelle-t-on bissectrice intérieure d’un triangle ? 

— Qu’appelle-t-on bissectrice extérieure d’un triangle ? 

— Qu'est-ce qu’un angle orienté ? 

— Qu’appelle-t-on mesure d’un angle orienté ? 

— Qu’appelle-t-on plan orienté ? 

— Peut-on parler d’angles orientés sans orienter le plan ? 

— Peut-on parler de mesures d’angles orientés sans orienter le plan ? 
— Qu'est-ce qu’un angle géométrique ? 

— Qu'est-ce qu’un secteur angulaire ? 

— Qu'est-ce qu’un angle saillant ? Un secteur angulaire saillant ? 
— Qu'est-ce qu’un angle rentrant ? Un secteur angulaire rentrant ? 
— Qu’appelle-t-on mesure d’un angle géométrique ? 

— Qu'est-ce qu’un écart angulaire ? 

— Quel est l’avantage des angles orientés sur les angles géomé- 
triques ? 
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— Quel est l’avantage des angles géométriques sur les angles orien- 
tés ? 


Là, il y a plus pressant. En énonçant les propriétés P1 et P2, puis en les 
démontrant comme on le ferait en collège, on s’expose à toute une vague de 
questions bien déstabilisantes pour qui ne les auraient pas imaginées à l’avance. 
La première question est la suivante : 


Q1 -— Etes-vous certain que l’ensemble des points du plan équi- 
distants des deux côtés d’un angle est égal à la bissectrice de cet 
angle ? Dessinez deux demi-droites [Ox) et [Oy). Placez un point M 
situé bien « du côté du sommet O » (comme sur la FIG. 7.2). Ce 
point est-il à égale distance des côtés de l’angle ? Est-il sur la bis- 
sectrice de l’angle ? 


C’est embêtant car si la propriété P1 est fausse, la preuve de la propriété P2 
ne tient plus. Et de continuer : 


Q2 — Pouvez-vous montrer sur la figure quel est le vrai ensemble 
des points du plan situés à égale distance des demi-droites [Ox) et 
[Oy) ? 


a 
, 
Ce 
CP 
LA 


FiG. 7.2 — Ici d(M,[Ox)) = d(M, [Oy)) 


Q3 — En fait, votre propriété P1 n’est pas « si fausse que cela », 
mais il faut prendre quelques précautions. Comment l’énonceriez- 
vous maintenant ? 


Q4 - Pouvez-vous énoncer une affirmation plus simple et du même 
tonneau qui serait démontrée en utilisant les mêmes arguments que 
ceux utilisés plus haut ? Je vous mets sur la voie : vous pourriez 
peut-être parler des bissectrices d’un couple de droite ? 
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On arrive ainsi à énoncer et démontrer la caractérisation métrique des bissec- 
trices d’un couple de droites. Les questions suivantes invitent à réfléchir sur 
la validité de P2. De façon abrupte, on peut se contenter de poser la question 
suivante, laissant au candidat la possibilité de dire ce qu’il sait de plus sur ces 
démonstrations : 


Votre démonstration de la propriété P2 est fausse. Pouvez-vous 
expliquer pourquoi et comment la corriger ? 


Si rien ne se passe, les questions deviendront plus précises pour permettre de 
réaliser un instantané de l’état des connaissances du candidat à cet endroit. 
La première question rappelle que l’on à admis en catimini que deux droites 
concouraient : 


Q5 — Au début de la preuve de P2, vous affirmez péremptoirement 
que deux bissectrices intérieures d’un triangle se coupent en un 
point Î. Pouvez-vous le démontrer ? 


L'autre question porte sur la fin du raisonnement : 
L] 


Q6 -— Il semblerait qu'être situé à égale distance des côtés d’un 
angle ne suffise pas pour qu’un point appartienne à la bissectrice 
de cet angle. La chute de votre preuve de P2 tombe à l’eau! Que 
faire pour redresser la barre ? 


La question suivante ressemble à la question Q6, mais oriente la réponse en 
demandant de s'intéresser à l’ensemble des points équidistants de deux droites, 
et non plus de deux demi-droites : 


Q7 — On admet ici que les points équidistants de deux droites 
sécantes sont exactement les points qui appartiennent à l’une au 
l’autre des bissectrices de ce couple de droites. En utilisant ce résul- 
tat, pouvez-vous reprendre le raisonnement donné plus haut pour 
démontrer la propriété P2? Manque-t-il quelque chose ? 


Il est raisonnable de se poser finalement la question de savoir s’il n’y a pas une 
façon plus directe, et incontestable, de démontrer que les trois bissectrices in- 
térieures d’un triangle concourent. Tous les atermoiements précédents finissent 
par user, et nous donne l’impression que ce résultat simple n’admet que des 
réponses compliquées. On peut donc poser la question suivante qui laisse le 
choix des armes : 


Q8 — Connaissez-vous une méthode expéditive pour démontrer que 
les trois bissectrices intérieures d’un triangle sont concourantes ? 
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La dernière question permet de faire le point sur les cercles tangents : 


Q9 -— Existe-t-il un seul cercle tangent aux côtés d’un triangle ? S'il 
en existe d’autres, comment les trouver ? Démontrez ce que vous 
affirmez. 


L’interrogatoire gratiné auquel nous venons de nous livrer a le mérite de faire 
prendre conscience des difficultés soulevées par l’énoncé et la preuve des pro- 
priétés P1 et P2. 


7.5 Un déferlement de réponses 
Essayons de répondre aux questions Q1 à Q9. 


+ Réponse R1 - La FIG. 7.2 montre clairement que la proposition P1 est 
fausse. Sur cette figure, M est à égale distance des demi-droites [Ox) et [Oy) 
sans appartenir à la bissectrice du couple ([Ox), [Oy)). 


+ Réponse R2 -— Le problème vient du fait que la distance d’un point M 
à une demi-droite [Ox) n’est pas égale à la distance de ce point à son projeté 
orthogonal AH, sur le support (Ox) de la demi-droite. L’assertion est vraie si 
et seulement si A, appartient à [Ox), comme on s’en persuade en regardant 
la FIG. 7.3. Sur cette figure, D, représente la perpendiculaire à (Ox) passant 
par ©. Si M est dans la partie hachurée, la distance de M à [Ox) est plutôt 
égale à MO. 


FIG. 7.3 — Distance d’un point à une demi-droite 


La droite D, partage le plan en deux demi-plans : un demi-plan ouvert hachuré 
ne contenant pas [Ox), et un demi-plan fermé non hachuré. De deux choses 
l’une : 
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a) Si M appartient au demi-plan hachuré, la distance de M à la droite (Ox) 
est MH,;, ce que l’on note d(M,(Ox)) = MH;. Par contre la plus petite 
distance de M à un point N de la demi-droite [Ox) est MO, comme on le 
vérifie en utilisant deux fois Pythagore : 


MO? = MH? + H,0? < MH? + H;N° = MN?°. 


Dans ce cas la distance de M à [Ox) est d(M,[Ox)) = MO. 


b) Si M appartient au demi-plan qui n’est pas hachuré, H, appartient à la 
demi-droite [Ox), et les distances de M à (Ox) et à [Ox) coïncident. 


On peut maintenant affirmer que : 


L'ensemble des points du plan situés à égale distance des deux 
demi-droites [Ox) et [Oy) est la réunion de la partie hachurée 
sur la FIG. 7.4 et de la bissectrice À du couple de demi-droites 


([Ox),[Oy)). 


F1G. 7.4 — La bonne réponse 


Pour bien comprendre cela, on peut regarder la FIG. 7.5 où les droites D, et D, 
respectivement perpendiculaires à (Ox) et (Oy) et issues de O, partagent le 
plan en quatre zones. Trois zones sont hachurées et la dernière ne l’est pas. 
Chacune de ces zones est facile à traiter : 


a) Si M appartient à la zone non hachurée, la distance de M à [Ox) (resp. 
[Oy)) est égale à la distance MH, (resp. MH,) de M à son projeté orthogonal 
sur (Ox) (resp. (Oy)). Dans ce cas M est solution si et seulement si il appar- 
tient à la réunion des bissectrices du couple de droites ((Ox), (Oy)). Comme 
on travaille dans la zone non hachurée, on ne retient que la partie de À située 
dans cette zone. 

b) Si M appartient à la zone hachurée verticalement, d(M,[Ox)) = MO et 
d(M,[Oy)) = MH,, et l’on ne peut avoir l'égalité que si M appartient à la 
frontière D,,. 
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OŸ 
17 < : 


F1G. 7.5 — Quatre cas à envisager 


c) Le cas où M appartient à la zone hachurée horizontalement se traite 
comme au b). 


d) Si M appartient à la zone hachurée obliquement, on obtient cette fois-ci 
d(M,[Ox)) = MO = d(M,[Oy)), et M est toujours situé à égale distance des 
deux demi-droites. 


4 Réponse R3 - La propriété P1 n’est pas « si fausse que cela » : si on 
veut l’énoncer correctement, il suffit de ne s'intéresser qu'aux points M du 
secteur angulaire saillant [xOy]. La propriété correcte s’énonce alors : 


P3 - Un point, qui appartient au secteur angulaire saillant [xOy], 


est sur la bissectrice de l’angle zOy si, et seulement si, il est à égale 
distance des côtés de l’angle. 


L’énoncé est vrai car si M est dans le secteur saillant, sa distance aux demi- 
droites qui forment les côtés de l’angle est égale à la distance de M à son 
projeté orthogonal sur les supports de ces côtés. Les preuves écrites plus haut 
pour démontrer P1 peuvent être validées. 


Mais au fait, qu'est-ce qu’un secteur angulaire saillant ? Voilà un ensemble 
qw’il faut être capable de définir proprement. La réponse est simple quand on 
y pense : il suffit de dire que, par définition, le secteur angulaire saïllant [BAC 
est l’ensemble des points M du plan dont les coordonnées (a, B) dans le repère 


rase re” . . . . 
R = (A, AB, AC) sont positives, ce qui s’écrit : 


BAC] = {M /3(0,8) ER. AM = a AB + BAC}. 


Il s’agit donc d’un quart de plan défini par le repère R. 
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Le secteur rentrant est le complémentaire du secteur saillant auquel on joint 
les demi-droites [AB) et [AC'). Il s’agit donc de la réunion des trois autres 
quarts de plan définis par le repère R. 


+ Réponse R4 - On peut considérer les points à égale distance de deux 
droites sécantes, et non de deux demi-droites de même origine. Les raisonne- 
ments donnés plus haut sont alors valides quel que soit la position du point M 
dans le plan, car la distance de M à l’une des deux droites sera toujours 
obtenue en projetant M sur cette droite. On peut donc énoncer : 


P4 - L'ensemble des points du plan situés à égale distance de deux 
droites sécantes est la réunion des deux bissectrices de ce couple 
de droites. 


Cette proposition constitue la définition métrique des bissectrices d’un couple 
de droites, sachant que, par définition, on appelle bissectrice d’un couple de 
droite l’axe de toute réflexion qui échange ces droites, et que l’on sait qu'il 
existe exactement deux bissectrices définies de cette manière, et qu’elles sont 
perpendiculaires entre elles. 


4 Réponse R5° - On peut démontrer que deux bissectrices intérieures 
sont concourantes en utilisant les propriétés des demi-plans telles qu’elles sont 
décrites dans mon cours de géométrie [3], le fascicule sur les fondamentaux de 
géométrie [4], ou encore le livre d’entraînement spécifique [8] (Questions 55 
à 58). 


FIG. 7.6 — En utilisant les propriétés des demi-plans 


Sur la FIG. 7.6, DA représente la bissectrice issue de À du triangle ABC. On 
sait que DA est l’axe de l’unique réflexion s qui échange les demi-droites [AB) 
et [AC). On trace s(B) = B' € [AC), et DA apparaît comme une droite qui 


3 Je reprends la preuve de la Question 60 de [8]. 
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partage le plan en deux demi-plans ouverts PB (contenant B) et Pr (conte- 
nant B'). Ces deux demi-plans sont distincts autrement le segment [BB] serait 
entièrement inclus dans l’un des demi-plans de frontière DA4, et ne pourrait 
pas couper la frontière en le milieu de [BB], ce qui est le cas puisque DA est, 
par hypothèse, la médiatrice de [BB]. 


Ona À € D1, BE Pret C € [AB')\ {A}, donc C € Pp. Il suffit maintenant 
de constater que C € Pr et B € PB pour pouvoir affirmer que le segment 
[BC1 coupe la droite-frontière D4 en un point 4. 


On montre ensuite que les segments [A74] et [BI] portés par les bissectrices 
intérieures issues de À et de B sont sécants. On a tracé ces segments sur le 
dessin de droite de la FIG. 7.6, et les points 14 et 18 sont, comme on l’ima- 
gine, les intersections des bissectrices avec les côtés opposés. La droite DA 
partage le plan en deux demi-plans ouverts PR (contenant B) et Pc (conte- 
nant C). Puisque À est sur la frontière D14, la demi-droite [AC)\ {A} est 
incluse dans Pc, donc 18 € [AC]\ {A} € Po. Mais alors B € P3 et 18 € Pc, 
donc [BI3] coupe la frontière DA en un unique point J, soit : 


[BlslN Da=f{r}. 


Il suffit d’inverser les rôles de À et B pour obtenir [B1g]1N [AA] = {1}. 


Bon, évidemment, on va me rétorquer que ce n’est pas vraiment la peine 
d'utiliser la machinerie des demi-plans pour montrer que deux bissectrices se 
coupent. On n’aura pas tort, mais pour ma défense, je dirai que l’on a fait 
plus : on à démontré que les segments [A714] et [BIg] étaient sécants, ce qui 
n’est pas une mince affaire et nous permettrait de nous sortir d’un mauvais pas 
si l’on nous demandait de considérer qu’une bissectrice intérieure d’un triangle 
est un segment, à défaut d’être une demi-droite ou une droite. 


Proposons ci-dessous une preuve simple et élégante de l’existence d’une inter- 
section de deux bissectrices d’un triangle issues de sommets différents, qu’elles 
soient intérieures ou extérieures : 


Notons À 1 et A3 des bissectrices du triangle ABC issues des sommets À et B. 
Ces bissectrices peuvent être des bissectrices intérieures ou extérieures, ce qui 
n'aura aucun effet sur notre raisonnement car nous utiliserons seulement que, 
par définition, une bissectrice d’un triangle est une bissectrice d’un couple de 
droites qui sont les supports de deux côtés du triangle. De telles bissectrices 
ne sont donc que des axes de réflexions qui échangent deux des supports des 
côtés d’un triangle. 
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Plus simplement, la réflexion s4 d’axe A4 échange les droites (AB) et (AC), 
et la réflexion sg d’axe Ag échange les droites (AB) et (BC). On a donc : 


(AC) F2 (AB) F3; (BC). 


On raisonne ensuite par l’absurde : si A1 était parallèle à Ag, la composée 
sp © SA serait une translation, est comme sg 0 84 ((AC')) = (BC), les droites 
(AB) et (BC) seraient parallèles, ce qui est absurde puisque le triangle ABC 
n’est pas aplati! 


+ Réponse R6 — Dans la preuve de P2 on démontre effectivement que 
l'intersection 1 des bissectrices de ABC et ACB vérifie 1J = IH et IH = IK, 
d’où l’on tire 1J — IK. L'erreur consiste à croire que cela suflit pour affirmer 
que Î appartient à la bissectrice de BAC. 


Tout ce que l’on peut dire, en utilisant la caractérisation métrique des bissec- 
trices d’un couple de droites, c’est que Z appartient à l’une des deux bissectrices 
du triangle ABC issues de À. 


Pour nous en sortir, nous pourrions dire qu’en fait l’équivalence entre « être 
à la même distance des demi-droites [ AB) et [AC) » et « appartenir à la 
bissectrice intérieure de BAC » devient vraie si on se limite à ne considérer 
que les points du secteur saillant [BACT. On pourrait alors démontrer que le 
point J appartient à l’intérieur du triangle ABC, donc qu'il s’agit d’un point 
du secteur [BAC1, et appliquer la caractérisation. 


+ Réponse R7 — On peut adapter différemment la preuve de P2 en disant 
que l’on sait tout de même que 7 appartient à l’une des deux bissectrices issues 
de À, et que tout ce qu’il reste à démontrer, c’est que 1 n’appartient pas à la 
bissectrice extérieure issue de À. 


Pour cela on pourrait démontrer que : 


a) Le point Z est à l’intérieur du triangle ABC (où cet intérieur est, par 
définition, l'enveloppe convexe des sommets du triangle). 


b) La bissectrice extérieure du triangle ABC issue de À intercepte l’intérieur 
du triangle en seulement un point : le point À. 


À partir de là, il ne fait plus l’ombre d’un doute que 7 appartient à la bis- 
sectrice intérieure issue de À. Cela règle le problème, mais oblige à démontrer 
rigoureusement les points a) et b), donc nous relance dans le cycle infernal des 
démonstrations... D'où l'intérêt de la preuve donnée en R&. 


1Voir Annexe, Section 7.6. 
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A 


FiG. 7.7 — Penser au losange AMIN 


+ Réponse R8 - La méthode la plus efficace consiste sans doute à utiliser 
les barycentres ([8], Question 31). On parachute le point 7 de coordonnées 
barycentriques (a, b,c) dans le repère (A, B,C'), puis on montre que ce point 
appartient aux trois bissectrices intérieures. Par définition de I : 


> b — c — 
AÏ = AB + AC 
a+b+c a+b+c 
Soient M et N les points définis par : 
— b —> — C —> 
AM = AB et AN=———— AC, 
a+b+c a+b+c 


Ces points sont dessinés sur la FIG. 7.7. Comme : 


bc 


AM = ——— — 
a+b+c 


AN, 


> >  —>à 
et AÏ = AM + AN, le quadrilatère AMI N est un parallélogramme dont deux 
côtés consécutifs sont égaux. Il s’agit donc d’un losange, et la droite (AI) est 
l’axe de symétrie du couple de demi-droites ([AB) ,[AC)). Cela montre que 
(AT) est la bissectrice intérieure DA issue de À du triangle ABC. On mon- 
trerait de même que 1 appartient aux deux autres bissectrices intérieures DB 
et Do issues de B et C. Finalement : 


{1} CDAN DEN De 


et les droites D1, DB et Do concourent en I. 


Remarquons en passant que DaN DB Dc = {1}, autrement D4N DBNDc 
contiendrait au moins deux points distincts, et les droites D1, D et Da 
seraient confondues, ce qui est absurde car dans ce cas À, B et C' seraient 
alignés. 
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F1G. 7.8 — Cercles inscrits et exinscrits 


+ Réponse R9 - Notons D1, DB et Da les bissectrices intérieures du 
triangle ABC issues de À, B et C. Notons D',, D, et D4 les bissectrices 
extérieures du triangle ABC issues de À, B et C. 


Il est facile d'adapter la méthode barycentrique précédente pour démontrer 
qu’une bissectrice intérieure du triangle coupe les deux autres bissectrices ex- 
térieures en un point. Avec le centre du cercle inscrit /, on dispose donc de 
quatre points 1, J4, JB et Jo tels que : 


DA, DB et Do concourent en 1 barycentre de A (a), B (b), C'(c). 


D41, D et D, concourent en J4 barycentre de A(—a), B(b), C(c) 
D',, Dg et D, concourent en J3 barycentre de A (a), B (—-b), C'(c). 
D',, D, et Do concourent en Jc barycentre de A(a), B(b), C'(—-c) 
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Posons a = BC, b = C'A, c = AB. On sait que l’ensemble des points équi- 
distants de deux droites sécantes (au sens strict) D et D’ est la réunion des 
deux bissectrices du couple (D, D'). On peut donc affirmer que { est le centre 
d’un cercle tangent aux côtés du triangle ABC si, et seulement si, il est à 
l'intersection de trois bissectrices du triangle issues de sommets différents. 


Comme DA coupe D et Dc en I, et coupe D, et D en JA, et que toutes 
les bissectrices dont on parle ici sont distinctes, il y aura exactement deux 
centres de cercles tangents au triangle sur DA, à savoir les points 1 et J4. En 
recommençant avec DB et DG à la place de D 1 on trouve en tout quatre points 
qui seront des centres de cercles tangents au triangle, ce sont les points 7, JA, 
JB et Jc. 


Nous venons de trouver le centre du cercle inscrit et les trois centres des cercles 
exinscrits au triangle (FIG. 7.8). 


7.6 Annexe 


Dans la réponse R7 donnée plus haut, nous avons dit que l’on pouvait adap- 
ter la preuve de P2 pour la rendre rigoureuse, mais que cela demandait de 
démontrer les deux points suivants : 


a) Le point J est à l’intérieur du triangle ABC. 


b) La bissectrice extérieure du triangle ABC issue de À intercepte l’intérieur 
du triangle en seulement un point : le point A. 


C’est ce que nous allons faire ici. 


Preuve de a) — L'intérieur Z du triangle ABC est, par définition, l’en- 
veloppe convexe des sommets du triangle, c’est-à-dire l’ensemble de tous les 
barycentres à coefficients positifs des sommets du triangle. Mais voilà, ici nous 
nous interdisons d'utiliser les barycentres, donc nous n’utiliserons pas ce ré- 
sultat. 


Par définition Z est tout de même le plus petit convexe contenant À, B et C. Ce 
convexe contiendra nécessairement les segments [AB], [BC] et [C'A], et aussi 
n'importe quel segment d'extrémité un sommet du triangle et dont l’autre 
extrémité appartient au côté opposé. Il suffit de rappeler qu’en R5 nous avons 
montré que : 

{1} = (Bip) n [AH] 


où LA et JB sont les pieds des bissectrices intérieures issues de À et B. Aïnsi 
IE [ATA] et I appartient à Z. 
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Fic. 7.9 - IaAM < IaAB < */2 


Preuve de b) — Raisonnons par l’absurde en supposant qu’il existe un 
point M à l’intérieur du triangle, distinct de À, et sur la bissectrice exté- 
rieure D’, issue de A. Comme 4 € [BC1, le point M appartient soit à l’inté- 
rieur du triangle AB 11, soit à l’intérieur du triangle AC 11. Si par exemple M 
est à l’intérieur du triangle ABTA (FIG. 7.9), alors avec des mesures d’angles 
géométriques (dans [0, x]) : 


| 
| 


TIAAM < TAAB < 


car 211AB — BAC < r. C’est absurde puisque AM — r/2, la bissectrice 
intérieure (A14) étant perpendiculaire à la bissectrice extérieure (AM). 
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